
Κεφάλαιο 1

Εισαγωγικές ΄Εννοιες

Σ’ αυτό το κεφάλαιο ϑα αναφερθούµε συνοπτικά σε �ασικές έννοιες
για σύνολα και απεικονίσεις. Επιπλέον, ϑα αναφερθούµε στη µέθο-
δο της επαγωγής, η οποία αποτελεί µία από τις σηµαντικές µεθόδους
απόδειξης ϑεωρηµάτων της Γραµµικής ΄Αλγεβρας και των Μαθηµατικών
γενικότερα.

1.1 Σύνολα

Η έννοια του συνόλου είναι µια πρωταρχική ϑεµελιώδης έννοια στη Μα-
ϑηµατική επιστήµη. Η ϑεωρία των συνόλων εισάγεται από τον Georg
Cantor (1845-1918) περί το 1900 µ.Χ. και αποτελεί τη �άση πάνω στην
οποία ενοποιείται και ϑεµελιώνεται η Μαθηµατική επιστήµη.

΄Ενα σύνολο είναι µια συλλογή διακεκριµένων αντικειµένων. Τα
αντικείµενα αυτά λέγονται στοιχεία του συνόλου. Για κάθε σύνολο
υπάρχει µια σαφής περιγραφή µε �άση την οποία µπορούµε να απο-
ϕανθούµε κατά πόσο ένα δεδοµένο στοιχείο ανήκει ή όχι στο σύνολο
αυτό. Τα παραπάνω ασφαλώς δεν αποτελούν ένα µαθηµατικό ορισµό
του συνόλου. Η έννοια του συνόλου, όπως αυτή του σηµείου, είναι
ϑεµελιακή και δεν µπορεί να αναχθεί σε απλούστερες έννοιες. Ο αναγ-
νώστης που ενδιαφέρεται να δει µια αξιωµατική έκθεση της ϑεωρίας των
συνόλων ϑα πρέπει να ανατρέξει σε ειδικά συγγράµµατα.

Τα σύνολα και τα στοιχεία τους συνήθως συµβολίζονται µε γράµµατα.
΄Ετσι, αν A είναι ένα σύνολο και a ένα στοιχείο του, τότε εκφράζουµε
το γεγονός αυτό µε το συµβολισµό «a ∈ A», ο οποίος διαβάζεται «το a

ανήκει στο A». Ο συµβολισµός «y 6∈ A» διαβάζεται «το y δεν ανήκει στο
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A» και σηµαίνει ότι το y δεν είναι στοιχείο του A. Επίσης, αναφέρουµε
ότι ένα στοιχείο ενός συνόλου A πολλές ϕορές λέγεται και µέλος του A.

΄Ενα σύνολο καθορίζεται από τα στοιχεία του. ∆ηλαδή,

Ορισµός 1.1.1 ∆ύο σύνολα A,B λέγονται ίσα αν και µόνο αν έχουν τα
ίδια ακριβώς στοιχεία.

Για να περιγράψουµε ένα σύνολο γράφουµε τα δύο άγκιστρα { } και
στον χώρο µεταξύ αυτών περιγράφουµε τα στοιχεία που ανήκουν στο
σύνολο. Υπάρχουν τρεις κυρίως τρόποι να περιγραφεί ένα σύνολο.

(i) Πλήρης αναφορά όλων των στοιχείων του. Κάτι τέτοιο µπορεί
να γίνει αν το σύνολο έχει λίγα στοιχεία. Για παράδειγµα, γράφουµε
A = {1, 2, 3} και B = {Αθήνα, Θεσσαλονίκη}.

(ii) Με αναγραφή αρκετών στοιχείων του συνόλου (όχι απαραίτητα
όλων), έτσι ώστε να γίνει σαφής η ιδιότητα που χαρακτηρίζει τα στοιχεί-
α του συνόλου. Εδώ χρησιµοποιούνται και οι τρεις τελείες «...», τα
λεγόµενα αποσιωπητικά. Για παράδειγµα, γράφουµε {1, 2, 3, ..., n},
{1, 2, 3, ..., n, ...}, {2, 4, 6, ..., 2n} και {2, 4, 6, ..., 2n, ...}, όπου n είναι
ένας ϑετικός ακέραιος.

(iii) ΄Εστω S ένα σύνολο και P µια ιδιότητα. Τότε το {x ∈ S |
το x έχει την ιδιότητα P} παριστά το σύνολο όλων των στοιχείων του S

που έχουν την ιδιότητα P .

Παράδειγµα 1.1.2 Στα ακόλουθα σύνολα, τα οποία ϑεωρούµε γνωστά,
ϑα αναφερθούµε πολλές ϕορές στη συνέχεια :
N = {0, 1, 2, . . .} = το σύνολο των ϕυσικών αριθµών
Z = το σύνολο των ακεραίων αριθµών
Q = το σύνολο των �ητών αριθµών
R = το σύνολο των πραγµατικών αριθµών
C = το σύνολο των µιγαδικών αριθµών

Ορισµός 1.1.3 Το σύνολο που δεν έχει στοιχεία λέγεται κενό και συµ-
�ολίζεται µε ∅.

Ορισµός 1.1.4 Αν A,B είναι δυο σύνολα και κάθε στοιχείο του A είναι
στοιχείο του B, τότε το A λέγεται υποσύνολο του B και γράφουµε A ⊆ B.
Αν επιπλέον υπάρχει κάποιο στοιχείο του B που δεν ανήκει στο A, τότε το
A λέγεται γνήσιο υποσύνολο του B και γράφουµε A ( B.
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Εύκολα �λέπουµε ότι το κενό σύνολο είναι υποσύνολο κάθε συνόλου,
ενώ κάθε σύνολο είναι υποσύνολο του εαυτού του. Τέλος, δυο σύνολα
A και B είναι ίσα αν και µόνο αν A ⊆ B και B ⊆ A.

Παράδειγµα 1.1.5 Παρατηρούµε ότι N ( Z ( Q ( R ( C.

Παράδειγµα 1.1.6 ΄Εχουµε ότι

(i) {x ∈ Z | το x είναι πολλαπλάσιο του 2} είναι το σύνολο των αρτίων
ακεραίων αριθµών.

(ii) {x ∈ R | 2x2 − 4x + 1 = 0} = {1 +
√

2
2

, 1−
√

2
2
}.

(iii) {x ∈ Q | x2 = 3} = ∅.

Ορισµός 1.1.7 Καλούµε ένωση δύο συνόλων A,B το σύνολο που έχει
ως στοιχεία του εκείνα τα στοιχεία που ανήκουν στο A ή το B, και το
συµβολίζουµε µε A ∪B.

Ορισµός 1.1.8 Καλούµε τοµή δύο συνόλων A,B το σύνολο που έχει ως
στοιχεία του εκείνα τα στοιχεία που ανήκουν και στο A και στο B, και το
συµβολίζουµε µε A ∩B.

Από τους ορισµούς έπεται ότι αν A, B είναι δύο σύνολα τότε A ⊆
A ∪ B και B ⊆ A ∪ B. Επίσης, αν Γ είναι ένα σύνολο µε A ⊆ Γ και
B ⊆ Γ, τότε A∪B ⊆ Γ. Ανάλογα, έχουµε A∩B ⊆ A και A∩B ⊆ B, ενώ
για κάθε σύνολο ∆ µε ∆ ⊆ A και ∆ ⊆ B ϑα είναι ∆ ⊆ A ∩ B. Αν δεν
υπάρχουν στοιχεία που ανήκουν και στο A και στο B, τότε A ∩B = ∅.

Ας ϑεωρήσουµε σύνολα A1, A2, . . . , Aν. Τότε, η ένωση των Ai, i ∈
{1, 2 . . . , ν}, είναι το σύνολο µε στοιχεία εκείνα τα στοιχεία που ανήκουν
σε ένα τουλάχιστον από τα Ai, 1 ≤ i ≤ ν, και συµβολίζεται µε

⋃ν
i=1 Ai ή

µε A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ Aν. Η τοµή των Ai, i ∈ {1, 2 . . . , ν}, είναι το σύνολο
µε στοιχεία εκείνα τα στοιχεία που ανήκουν σε όλα τα Ai, 1 ≤ i ≤ ν,
και συµβολίζεται µε

⋂ν
i=1 Ai ή µε A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ Aν.

Ανάλογα, αν Λ είναι ένα σύνολο συνόλων, τότε το σύνολο που περ-
ιλαµβάνει εκείνα ακριβώς τα στοιχεία που ανήκουν σε ένα τουλάχιστον
από τα µέλη του Λ λέγεται ένωση των συνόλων που ανήκουν στο Λ και
συµβολίζεται µε

⋃
A∈Λ A. Αν Λ 6= ∅, τότε η τοµή των συνόλων που ανήκ-

ουν στο Λ είναι το σύνολο που περιλαµβάνει εκείνα ακριβώς τα στοιχεία
που ανήκουν σε όλα τα µέλη του Λ, και συµβολίζεται µε

⋂
A∈Λ A.
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Ορισµός 1.1.9 Η διαφορά ενός συνόλου Y από ένα σύνολο X είναι
το σύνολο που περιλαµβάνει ακριβώς εκείνα τα στοιχεία του X που δεν
ανήκουν στο Y , και συµβολίζεται µε X\Y . Αν το Y είναι ένα υποσύνολο
του X τότε η διαφορά του Y από το X λέγεται συµπλήρωµα του Y στο
X και συµβολίζεται µε Y c.

Παράδειγµα 1.1.10 ΄Εστω A το σύνολο των αρτίων ακεραίων. Τότε
Z\A = {x ∈ Z | x 6∈ A} είναι το σύνολο των περιττών ακεραίων.

Ορισµός 1.1.11 Το σύνολο µε στοιχεία τα υποσύνολα ενός συνόλου S

λέγεται δυναµοσύνολο του S και συµβολίζεται µε P(S).

Παράδειγµα 1.1.12 ΄Εστω S = {1, 2}. ΤότεP(S) = {∅, {1, 2}, {1}, {2}}.

Πρόταση 1.1.13 (Η άλγεβρα των συνόλων) ΄Εστω S ένα σύνολο και
A,B, Γ ∈ P(S). Τότε ισχύουν τα εξής :

A ∪ A = A A ∩ A = A

A ∪B = B ∪ A A ∩B = B ∩ A

(A ∪B) ∪ Γ = A ∪ (B ∪ Γ) (A ∩B) ∩ Γ = A ∩ (B ∩ Γ)

A ∩ (B ∪ Γ) = (A ∩B) ∪ (A ∩ Γ) A ∪ (B ∩ Γ) = (A ∪B) ∩ (A ∪ Γ)

A ∩ (A ∪B) = A A ∪ (A ∩B) = A

A ∪ ∅ = A A ∩ S = A

A ∪ S = S A ∩ ∅ = ∅
A ∪ Ac = S A ∩ Ac = ∅
(A ∪B)c = Ac ∩Bc (A ∩B)c = Ac ∪Bc

Οι τελευταίες δύο ισότητες λέγονται νόµοι του De Morgan.

Απόδειξη. Η απόδειξη της πρότασης είναι άµεση από τους ορισµούς.
Ενδεικτικά, επαληθεύουµε την τελευταία ισότητα. Για να δείξουµε ότι
(A ∩ B)c = Ac ∪ Bc αρκεί να δείξουµε ότι (A ∩ B)c ⊆ Ac ∪ Bc και
Ac ∪ Bc ⊆ (A ∩ B)c. Πράγµατι, αν x ∈ (A ∩ B)c τότε x ∈ S και
x 6∈ A ∩B και άρα ένα ακριβώς από τα ακόλουθα ισχύει :

(i) x ∈ A και x 6∈ B

(ii) x 6∈ A και x ∈ B

(iii) x 6∈ A και x 6∈ B
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Στην περίπτωση (i) έχουµε ότι x ∈ Bc, στην περίπτωση (ii) έχουµε ότι
x ∈ Ac και στην περίπτωση (iii) έχουµε ότι x ∈ Ac ∩ Bc. ΄Αρα, σε κάθε
περίπτωση, έχουµε x ∈ Ac ∪Bc. ∆είξαµε ότι (A∩B)c ⊆ Ac ∪Bc. ΄Εστω
τώρα ότι x ∈ Ac ∪ Bc. Τότε x ∈ Ac ή x ∈ Bc, συνεπώς x 6∈ A ή x 6∈ B

και άρα x 6∈ A ∩B, δηλαδή x ∈ (A ∩B)c.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Να επαληθευτούν όλες οι ισότητες της Πρότασης 1.1.13.

2. Αν A είναι ένα πεπερασµένο σύνολο τότε µε |A | συµβολίζουµε το
πλήθος των στοιχείων του. Να δειχτεί ότι αν A,B είναι πεπερασ-
µένα σύνολα τότε :

|A ∪B |= |A | + |B | − |A ∩B | .

3. ΄Εστω S ένα σύνολο και A,B ∈ P(S). Να δειχτεί ότι A ∩ Bc = ∅
αν και µόνο αν A ⊆ B.

4. ΄Εστω S ένα σύνολο και A, B ∈ P(S) µε Ac και Bc πεπερασµένα
σύνολα. Να δειχτεί ότι το σύνολο (A ∩ B)c είναι επίσης πεπερασ-
µένο.

5. ΄Εστω S ένα σύνολο και X, Y ∈ P(S). Η συµµετρική διαφορά των
συνόλων X και Y ορίζεται ως

(X\Y ) ∪ (Y \X)

και συµβολίζεται µε X+̇Y . Να δειχτεί ότι αν A,B, Γ ∈ P(S), τότε

(i) A+̇B = B+̇A

(ii) A+̇(B+̇Γ) = (A+̇B)+̇Γ

(iii) A+̇A = ∅.
(iv) A ∩ (B+̇Γ) = (A ∩B)+̇(A ∩ Γ)

6. ΄Εστω S, I µη-κενά σύνολα και έστω ότι για κάθε i ∈ I µας δίνεται
ένα σύνολο Ai µε Ai ∈ P(S). Η τοµή των συνόλων Ai, i ∈ I, συµ-
�ολίζεται µε

⋂
i∈I Ai. Η ένωση των συνόλων Ai, i ∈ I συµβολίζεται

µε
⋃

i∈I Ai. Να δειχτεί ότι :

(i)
(⋃

i∈I Ai

)c
=

⋂
i∈I Ac

i

(ii)
(⋂

i∈I Ai

)c
=

⋃
i∈I Ac

i
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1.2 Καρτεσιανά Γινόµενα

΄Εστω A, B δυο σύνολα. Το σύµβολο (α, β) µε α ∈ A και β ∈ B λέγεται
διατεταγµένο 
εύγος µε πρώτη συντεταγµένη το α και δεύτερη συντε-
ταγµένη το β. Αν (α, β) και (α′, β′) είναι δύο διατεταγµένα 
εύγη, τότε
(α, β) = (α′, β′) αν και µόνο αν α = α′ και β = β′.

Ορισµός 1.2.1 Το καρτεσιανό γινόµενο των συνόλων A και B είναι
το σύνολο µε στοιχεία τα διατεταγµένα 
εύγη (α, β) µε α ∈ A και β ∈ B,
και συµβολίζεται µε A×B.

Παράδειγµα 1.2.2 Αν A = {1, 2, 3} και B = {1, 4}, τότε

• A×B = {(1, 1), (1, 4), (2, 1), (2, 4), (3, 1), (3, 4)}
• B × A = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (4, 1), (4, 2), (4, 3)}
• A×A = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 2), (3, 3)}
• B ×B = {(1, 1), (1, 4), (4, 1), (4, 4)}

Η έννοια του καρτεσιανού γινοµένου µπορεί να γενικευθεί για περισ-
σότερα από δύο σύνολα. ΄Ετσι, αν A1, A2, . . . , Aν είναι σύνολα, τότε
το σύµβολο (α1, α2, . . . , αν) µε αi ∈ Ai, 1 ≤ i ≤ ν, λέγεται διατε-
ταγµένη ν-άδα µε i-συντεταγµένη το αi για κάθε i = 1, 2, . . . , ν. Αν
(α1, α2, . . . , αν) και (α′1, α

′
2, . . . , α

′
ν) είναι δύο διατεταγµένες ν-άδες, τότε

(α1, α2, . . . , αν) = (α′1, α
′
2, . . . , α

′
ν) αν και µόνο αν αi = α′i για κά-

ϑε i = 1, 2, . . . , ν, δηλαδή αν και µόνο αν κάθε συντεταγµένη της ν-
άδας (α1, α2, . . . , αν) ισούται µε την αντίστοιχη συντεταγµένη της ν-άδας
(α′1, α

′
2, . . . , α

′
ν).

Ορισµός 1.2.3 Το καρτεσιανό γινόµενο των συνόλων A1, A2, . . . , Aν εί-
ναι το σύνολο µε στοιχεία τις διατεταγµένες ν-άδες (α1, α2, . . . , αν), όπου
αi ∈ Ai, 1 ≤ i ≤ ν, και συµβολίζεται µε A1 × A2 × . . . × Aν . Στην
περίπτωση που A1 = A2 = . . . = Aν = A, τότε το Καρτεσιανό γινόµενο
των A1, A2, . . . , Aν συµβολίζεται µε Aν , δηλαδή A1×A2× . . .×Aν = Aν .

΄Ετσι, το σύνολο Aν ορίζεται για κάθε ϑετικό ακέραιο ν. Θεωρούµε
ότι A1 = A. Για παράδειγµα, το σύνολο R2 είναι το σύνολο των διατεταγ-
µένων 
ευγών πραγµατικών αριθµών, το σύνολο R3 είναι το σύνολο των
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διατεταγµένων τριάδων πραγµατικών αριθµών και το σύνολο Rν είναι το
σύνολο των διατεταγµένων ν-άδων πραγµατικών αριθµών.

Παρατήρηση ∆εν ϑεωρήσαµε σκόπιµο να δώσουµε έναν αυστηρό ορισ-
µό του καρτεσιανού γινοµένου. Ο αναγνώστης που ενδιαφέρεται µπορεί
να συµβουλευτεί οποιοδήποτε �ιβλίο της ϑεωρίας συνόλων.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. ΄Εστω A = {1, 2, 3} και B = {1, 4}. Να υπολογίσετε το |(A×B)∪
(B × A) |.

2. ΄Εστω A,B, Γ, ∆ σύνολα. Να δειχτεί ότι

(i) A×B = ∅ αν και µόνο αν A = ∅ ή B = ∅
(ii) Αν A 6= ∅ και B 6= ∅ τότε

(α) A×B = B × A αν και µόνο αν A = B

(β) A ⊆ Γ και B ⊆ ∆ αν και µόνο αν A×B ⊆ Γ×∆

(iii) (A ∪B)× Γ = (A× Γ) ∪ (B × Γ)

(iv) (A ∩B)× (Γ ∩∆) = (A× Γ) ∩ (B ×∆)

(v) (A\B)× Γ = (A× Γ)\(B × Γ)

3. ΄Εστω A,B δύο σύνολα. Να δειχτεί ότι A × B =
⋃

α∈A Bα =⋃
β∈B Aβ, όπου Bα = {α} × B και Aβ = A× {β}.

4. ΄Εστω I, J, S, T µη-κενά σύνολα και έστω ότι για κάθε i ∈ I µας
δίνεται ένα σύνολο Ai µε Ai ∈ P(S) και για κάθε j ∈ J ένα σύνολο
Bj µε Bj ∈ P(T ). Να δειχτεί ότι :

(⋃
i∈I

Ai

)
×

(⋃
j∈J

Bj

)
=

⋃

(i,j)∈I×J

Ai ×Bj

και (⋂
i∈I

Ai

)
×

(⋂
j∈J

Bj

)
=

⋂

(i,j)∈I×J

Ai ×Bj.
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1.3 Σχέσεις Ισοδυναµίας

Ορισµός 1.3.1 ΄Εστω A,B δύο σύνολα. Μια διµελής σχέση από το A

στο B είναι ένα υποσύνολο R του καρτεσιανού γινοµένου A×B. Ιδιαίτερα,
ένα υποσύνολο R ⊆ A×A λέγεται µια διµελής σχέση στο A. Αν (x, y) ∈ R,
τότε συνήθως γράφουµε xRy.

Παράδειγµα 1.3.2 ΄Εστω A ένα σύνολο.

(i) R = {(x, y) ∈ A× A | x = y} είναι µια διµελής σχέση στο A.

(ii) R = {(x, Y ) ∈ A× P(A) | x ∈ Y } είναι µια διµελής σχέση από το
A στο P(A).

(iii) R = {(X,Y ) ∈ P(A) × P(A) | X ⊆ Y } είναι µια διµελής σχέση
στο P(A).

Ορισµός 1.3.3 ΄Εστω A ένα σύνολο και R ⊆ A × A µια διµελής σχέση
στο A. Τότε

(i) Η R λέγεται αυτοπαθής αν (x, x) ∈ R για κάθε x ∈ A.

(ii) Η R λέγεται συµµετρική αν έχει την ακόλουθη ιδιότητα : αν (x, y) ∈
R, τότε (y, x) ∈ R.

(iii) Η R λέγεται µεταβατική αν έχει την ακόλουθη ιδιότητα : αν (x, y) ∈
R και (y, z) ∈ R, τότε (x, z) ∈ R.

Μία διµελής σχέση στο A, η οποία είναι αυτοπαθής, συµµετρική
και µεταβατική λέγεται σχέση ισοδυναµίας στο A. Για τις σχέσεις
ισοδυναµίας χρησιµοποιούµε συνήθως το σύµβολο ∼. ΄Ετσι, αν R είναι
µια σχέση ισοδυναµίας στο A τότε αντί για xRy γράφουµε x ∼ y. Οι
τρεις χαρακτηριστικές ιδιότητες της ∼ εκφράζονται ως εξής :

• Αυτοπαθής: x ∼ x για κάθε x ∈ A

• Συµµετρική: Αν x ∼ y τότε y ∼ x

• Μεταβατική: Αν x ∼ y και y ∼ z, τότε x ∼ z

Παράδειγµα 1.3.4 ΄Εστω A ένα σύνολο.
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(i) Η ισότητα στο σύνολο A είναι µια σχέση ισοδυναµίας στο A.

(ii) Αν A 6= ∅, τότε η σχέση X ⊆ Y στο σύνολο P(A) δεν είναι σχέση
ισοδυναµίας, καθώς δεν είναι συµµετρική.

Ορισµός 1.3.5 ΄Εστω A ένα σύνολο και ∼ µια σχέση ισοδυναµίας στο
A. Αν α ∈ A τότε η κλάση ισοδυναµίας του α είναι το σύνολο Kα =

{x ∈ A | α ∼ x}. Παρατηρούµε ότι, λόγω της συµµετρικής ιδιότητας,
Kα = {x ∈ A | x ∼ α}. Το σύνολο {Kα | α ∈ A} των κλάσεων
ισοδυναµίας συµβολίζεται µε A/∼.

Παράδειγµα 1.3.6 Θεωρούµε το σύνολο X των σηµείων του επιπέδου
και σταθεροποιούµε ένα σηµείο O ∈ X. Ορίζουµε µια σχέση στο X, ως
εξής : Αν P,Q ∈ X τότε ϑέτουµε P ∼ Q αν και µόνο αν τα σηµεία P, Q

ισαπέχουν από το O. Είναι εύκολο να δειχτεί ότι η σχέση αυτή είναι µια
σχέση ισοδυναµίας. Η κλάση ισοδυναµίας ενος στοιχείου P ∈ X είναι το
σύνολο των σηµείων του κύκλου µε κέντρο O, ο οποίος διέρχεται από το
P . (Αν P = O τότε ο κύκλος αυτός εκφυλίζεται σε ένα σηµείο.) Το σύνολο
X/∼ είναι το σύνολο όλων των κύκλων του επιπέδου µε κέντρο O.

Πρόταση 1.3.7 ΄Εστω A ένα σύνολο και ∼ µια σχέση ισοδυναµίας στο
A. Τότε :

(i) Αν α, β ∈ A τότε Kα = Kβ αν και µόνο αν α ∼ β.

(ii) Αν α, β ∈ A τότε Kα = Kβ ή Kα ∩Kβ = ∅.
(iii)

⋃
α∈A Kα = A.

Απόδειξη.
(i) Αν Kα = Kβ τότε, επειδή β ∈ Kβ, έπεται ότι β ∈ Kα και άρα

α ∼ β. ΄Εστω τώρα α ∼ β. Θα δείξουµε ότι Kα ⊆ Kβ και Kβ ⊆ Kα. Αν
x ∈ Kα τότε x ∼ α. Αλλά από υπόθεση έχουµε ότι α ∼ β και άρα από
τη µεταβατική ιδιότητα έπεται ότι x ∼ β. Εποµένως, x ∈ Kβ και άρα
δείξαµε ότι Kα ⊆ Kβ. Ανάλογα δείχνουµε ότι Kβ ⊆ Kα.

Οι αποδείξεις των (ii) και (iii) αφήνονται ως ασκήσεις στον αναγνώ-
στη.

Ορισµός 1.3.8 ΄Εστω A ένα σύνολο. ΄Ενα υποσύνολο S ⊆ P(A) λέγεται
διαµέριση του A αν



10 ΚΕΦýΑΛΑΙΟ 1. ΕΙΣΑΓΩΓΙΚýΕΣ ýΕΝΝΟΙΕΣ

(i) ∅ 6∈ S,

(ii)
⋃

Γ∈S Γ = A και

(iii) αν X,Y ∈ S τότε X = Y ή X ∩ Y = ∅.
΄Ετσι, µια διαµέριση ενός συνόλου A είναι ένα σύνολο µη-κενών υπο-
συνόλων του A, τα οποία ανά δύο έχουν τοµή το κενό σύνολο ή συµπίπτουν
και η ένωσή τους είναι το A.

΄Από την Πρόταση 1.3.7 έπεται ότι άν ∼ είναι µια σχέση ισοδυναµίας
σε ένα σύνολο A, τότε το σύνολο A/∼ των κλάσεων ισοδυναµίας είναι
µια διαµέριση του A. Στην επόµενη πρόταση ϑα δείξουµε ότι ισχύει και
το αντίστροφο.

Πρόταση 1.3.9 ΄Εστω A ένα σύνολο και S µια διαµέριση του A. Τότε,
υπάρχει µια σχέση ισοδυναµίας ∼ στο A, έτσι ώστε οι αντίστοιχες κλάσεις
ισοδυναµίας να είναι ακριβώς τα στοιχεία του S (δηλαδή, A/∼ = S).

Απόδειξη. Ορίζουµε µια σχέση στο A ως εξής : Για x, y ∈ A ϑέτουµε
x ∼ y αν και µόνο αν υπάρχει Γ ∈ S µε x, y ∈ Γ. Είναι εύκολο να
δούµε ότι η σχέση ∼ είναι µια σχέση ισοδυναµίας στο A και αν x ∈ A

µε x ∈ Γ, τότε Kα = Γ.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
Να εξεταστεί ποιες από τις ακόλουθες σχέσεις είναι σχέσεις ισο-

δυναµίας.

1. Στο σύνολο των ακεραίων Z:

Αν α, β ∈ Z τότε α ∼ β αν ο ακέραιος β − α είναι πολλαπλάσιο
του 2.

2. Στο σύνολο των πραγµατικών αριθµών R:

Αν α, β ∈ R τότε α ∼ β αν ο ο πραγµατικός αριθµός β − α είναι
�ητός.

3. Στο σύνολο των πραγµατικών αριθµών R:

Αν α, β ∈ R τότε α ∼ β αν αβ ≥ 0.

4. Στο σύνολο Z× Z:

Αν (α1, α2), (β1, β2) ∈ Z × Z τότε (α1, α2) ∼ (β1, β2) αν α1β2 =

α2β1.
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1.4 Απεικονίσεις

Ορισµός 1.4.1 ΄Εστω X, Y δύο σύνολα. Μια απεικόνιση f από το X

στο Y είναι ένας κανόνας που αντιστοιχίζει σε κάθε στοιχείο x του X

ακριβώς ένα στοιχείο f(x) του Y . Το σύνολο X λέγεται το πεδίο ορισµού
της απεικόνισης f και το σύνολο Y το πεδίο τιµών της. Για συντοµί-
α, γράφουµε f : X −→ Y . Το στοιχείο f(x) του Y λέγεται η εικόνα
του x µέσω της απεικόνισης f . Τις απεικονίσεις ονοµάζουµε επίσης και
συναρτήσεις.

Ορισµός 1.4.2 ΄Εστω f : X −→ Y µια απεικόνιση και A ⊆ X, B ⊆ Y .
Τότε, το σύνολο {f(x) ∈ Y | x ∈ A} λέγεται η εικόνα του A µέσω της f

και συµβολίζεται µε f(A). Ιδιαίτερα, το f(X) λέγεται η εικόνα της f . Το
σύνολο {x ∈ X | f(x) ∈ B} λέγεται η αντίστροφη εικόνα του B µέσω της
f και συµβολίζεται µε f−1(B).

Παράδειγµα 1.4.3 (i) Η πρόσθεση των πραγµατικών αριθµών είναι
µια απεικόνιση

πρ : R× R −→ R µε (x, y) 7−→ x + y.

(ii) Ο πολλαπλασιασµός των πραγµατικών αριθµών είναι µια απεικόνιση

πoλ : R× R −→ R µε (x, y) 7−→ xy.

(iii) Μια απεικόνιση δεν είναι απαραίτητο να ορίζεται µέσω κάποιου
τύπου. ΄Ετσι, µπορούµε να ϑεωρήσουµε την απεικόνιση f : R −→ R

µε f(x) =

{
1 αν ο x είναι �ητός
0 αν ο x είναι άρρητος

(iv) Η π1 : R× R −→ R µε (x, y) 7−→ x είναι µια απεικόνιση.

(v) Η σ : N −→ Z µε σ(0) = 0 και σ(ν) =

{
κ αν ν = 2κ

−κ αν ν = 2κ− 1
για

κάθε ν > 0 είναι µια απεικόνιση.

(vi) Η % : N −→ Z µε ν 7−→ −ν είναι µια απεικόνιση.

Ορισµός 1.4.4 ∆ύο απεικονίσεις f : X −→ Y και g : A −→ B λέγονται
ίσες αν X = A, Y = B και f(x) = g(x) για κάθε x ∈ X.
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Παράδειγµα 1.4.5 Οι απεικονίσεις f : Z −→ Z µε f(ν) = συν(νπ) και

g : Z −→ Z µε g(ν) =

{ −1 αν ο ν είναι περιττός
1 αν ο ν είναι άρτιος

είναι ίσες.

Ορισµός 1.4.6 ΄Εστω f : X −→ Y µια απεικόνιση.

(i) Η f λέγεται ένα προς ένα, και γράφουµε 1-1, αν για κάθε x, x′ ∈ X

µε x 6= x′ είναι f(x) 6= f(x′) ή, ισοδύναµα, αν για κάθε x, x′ ∈ X

µε f(x) = f(x′) είναι x = x′.

(ii) Η f λέγεται επί αν για κάθε y ∈ Y υπάρχει x ∈ X µε f(x) = y ή,
ισοδύναµα, αν f(X) = Y .

Παράδειγµα 1.4.7 Για τις απεικονίσεις στο Παράδειγµα 1.4.3 έχουµε :

(i) Η πρ είναι επί, αφού αν r ∈ R τότε πρ((r, 0)) = r, αλλά δεν είναι
1-1, αφού πρ((1, 3)) = 4 = πρ((2, 2)).

(ii) Η πoλ είναι επί, αφού αν r ∈ R τότε πoλ((r, 1)) = r, αλλά δεν είναι
1-1, αφού πολ((3, 4)) = 12 = πoλ((2, 6)).

(iii) Η f δεν είναι επί, αφού f(R) = {1, 0} ( R, ούτε 1-1, αφού f(2) =

1 = f(3).

(iv) Η π1 είναι επί, αφού αν r ∈ R τότε π1((r, 2)) = r, αλλά δεν είναι
1-1, αφού π1((1, 2)) = 1 = π1((1, 3)).

(v) Εύκολα �λέπουµε ότι η σ είναι 1-1 και επί.

(vi) Η % είναι 1-1, αφού αν %(x) = %(y), τότε −x = −y και άρα x = y,
αλλά δεν είναι επί, αφού %(N) ( Z.

Ορισµός 1.4.8 ΄Εστω M ένα σύνολο. Η απεικόνιση M −→ M που
αντιστοιχεί το x στο x για κάθε x ∈ X λέγεται η ταυτοτική απεικόνιση
του M και συµβολίζεται µε 1M ή idM .

Ορισµός 1.4.9 ΄Εστω f : X −→ Y και g : Y −→ Z δύο απεικονίσεις.
Τότε ορίζεται η απεικόνιση

g ◦ f : X −→ Z

µε (g ◦ f)(x) = g(f(x)) για κάθε x ∈ X, η οποία λέγεται σύνθεση των f

και g.
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Παράδειγµα 1.4.10 ΄Εστω f : Z −→ Z και g : Z −→ Z οι συναρτήσεις
µε f(ν) = 2ν + 1 και g(ν) = 2ν για κάθε ν ∈ Z. Τότε, για τις συνθέσεις
g◦f και f◦g είναι (g◦f)(ν) = 4ν+2 και (f◦g)(ν) = 4ν+1. Παρατηρούµε
ότι f ◦ g 6= g ◦ f .

Πρόταση 1.4.11 Αν f : A −→ B είναι µια απεικόνιση, τότε 1B ◦ f =

f = f ◦ 1A.

Απόδειξη. Είναι άµεση και αφήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη.

Πρόταση 1.4.12 (προσεταιριστική ιδιότητα της σύνθεσης απεικονίσεων)
΄Εστω f : A −→ B, g : B −→ Γ και h : Γ −→ ∆ απεικονίσεις. Τότε, οι
απεικονίσεις h ◦ (g ◦ f) : A −→ ∆ και (h ◦ g) ◦ f : A −→ ∆ είναι ίσες.

Απόδειξη. ΄Εστω φ = h◦(g◦f) : A −→ ∆ και ψ = (h◦g)◦f : A −→ ∆.
Τότε, για κάθε α ∈ A έχουµε φ(α) = (h ◦ (g ◦ f))(α) = h((g ◦ f)(α)) =

h(g(f(α))) και ψ(α) = ((h ◦ g) ◦ f)(α) = (h ◦ g)(f(α)) = h(g(f(α))).
΄Αρα φ(α) = ψ(α) για κάθε α ∈ A, δηλαδή φ = ψ.

Πρόταση 1.4.13 ΄Εστω f : X −→ Y και g : Y −→ Z δυο απεικονίσεις.

(i) Αν οι f και g είναι 1-1, τότε η g ◦ f είναι επίσης 1-1.

(ii) Αν οι f και g είναι επί, τότε η g ◦ f είναι επίσης επί.

(iii) Αν οι f και g είναι 1-1 και επί τότε η g ◦ f είναι επίσης 1-1 και επί.

Απόδειξη.
(i) ΄Εστω x1, x2 ∈ X µε x1 6= x2. Επειδή η f είναι 1-1, έπεται

ότι f(x1) 6= f(x2). Τώρα, επειδή η g είναι 1-1, έπεται ότι g(f(x1)) 6=
g(f(x2)). ΄Αρα, η g ◦ f είναι 1-1.

(ii) Εστω z ∈ Z. Επειδή η g είναι επί, έπεται ότι z = g(y) για κάποιο
y ∈ Y . Τώρα, επειδή η f είναι επί, έχουµε ότι y = f(x) για κάποιο
x ∈ X. ΄Αρα, έχουµε z = g(y) = g(f(x)) = (g ◦ f)(x). ∆είξαµε ότι για
κάθε z ∈ Z υπάρχει κάποιο x ∈ X µε z = (g ◦ f)(x). ΄Αρα, η g ◦ f είναι
επί.

(iii) Αυτό έπεται άµεσα από τα (i) και (ii).

΄Εστω f : A −→ B και g : B −→ A δυο απεικονίσεις. Τότε, ορίζονται
οι απεικονίσεις

g ◦ f : A −→ A και f ◦ g : B −→ B.
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Στην περίπτωση που g ◦ f = 1A και f ◦ g = 1B, η g λέγεται µια
αντίστροφη της f (και η f µια αντίστροφη της g). Θα εξετάσουµε
παρακάτω πότε µια απεικόνιση f έχει αντίστροφη και ϑα δούµε ότι
αυτή, αν υπάρχει, είναι µοναδική.

Πρόταση 1.4.14 Μια απεικόνιση f : A −→ B έχει αντίστροφη αν και
µόνο αν είναι 1-1 και επί.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι η f έχει µια αντίστροφη g : B −→ A. ΄Ετσι,
έχουµε g(f(α)) = α για κάθε α ∈ A και f(g(β)) = β για κάθε β ∈ B.
Θα δείξουµε ότι η f είναι 1-1 και επί. Πράγµατι, έστω α1, α2 ∈ A µε
f(α1) = f(α2). Τότε, έχουµε α1 = g(f(α1)) = g(f(α2)) = α2 και έτσι η
f είναι 1-1. ΄Εστω τώρα β ∈ B. Τότε f(g(β)) = β, δηλαδή το β είναι η
εικόνα του στοιχείου g(β) ∈ A µέσω της f . ΄Αρα, η f είναι επί.

Ας υποθέσουµε τώρα ότι η f είναι 1-1 και επί. Θα δείξουµε ότι
υπάρχει απεικόνιση g : B −→ A µε f ◦ g = 1B και g ◦ f = 1A. ΄Εστω
β ∈ B. Καθώς η f είναι επί, υπάρχει τουλάχιστον ένα α ∈ A µε
f(α) = β. Αν κάποιο στοιχείο α′ ∈ A είναι τέτοιο ώστε f(α′) = β, τότε
f(α) = β = f(α′). Επειδή όµως η f είναι 1-1, έπεται ότι α = α′. ΄Αρα,
αν β ∈ B τότε υπάρχει ένα µοναδικό α ∈ A µε f(α) = β. Συνεπώς,
µπορούµε να ορίσουµε µια απεικόνιση g : B −→ A, ώς εξής : Αν
β ∈ B τότε η εικόνα g(β) του β µέσω της g είναι το µοναδικό στοιχείο
α ∈ A το οποίο έχει την ιδιότητα f(α) = β. ∆ηλαδή, g(β) = α, όπου
α το µοναδικό στοιχείο του A µε την ιδιότητα f(α) = β. Εύκολα τώρα
�λέπουµε ότι f(g(β)) = β για κάθε β ∈ B και g(f(α)) = α για κάθε
α ∈ A. ΄Αρα, έχουµε f ◦ g = 1B και g ◦ f = 1A.

Πρόταση 1.4.15 Αν µια απεικόνιση f : A −→ B είναι 1-1 και επί τότε
έχει µοναδική αντίστροφη, την οποία συµβολίζουµε µε f−1.

Απόδειξη. Είδαµε στην Πρόταση 1.4.14 ότι αν µια απεικόνιση f :

A −→ B είναι 1-1 και επί τότε έχει αντίστροφη. ΄Εστω g1, g2 : B −→ A

δυο αντίστροφες της f . Τότε, έχουµε g1◦f = 1A = g2◦f και f◦g1 = 1B =

f ◦ g2. ΄Ετσι, µε �άση τις Προτάσεις 1.4.11 και 1.4.12, συµπεραίνουµε
ότι g1 = 1A ◦ g1 = (g2 ◦ f) ◦ g1 = g2 ◦ (f ◦ g1) = g2 ◦ 1B = g2.

Από τα παραπάνω έπεται ότι αν µια απεικόνιση f : A −→ B είναι
1-1 και επί, τότε η αντίστροφη απεικόνιση f−1 : B −→ A είναι επίσης
1-1 και επί, ενώ η αντίστροφη της f−1 είναι η f , δηλαδή (f−1)−1 = f .
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Παράδειγµα 1.4.16 Από τις απεικονίσεις του Παραδείγµατος 1.4.3 µόνο
η απεικόνιση σ στο (v) είναι 1-1 και επί και άρα µόνο αυτή έχει αν-
τίστροφη. Η σ−1 : Z −→ N0 ορίζεται ϑέτοντας σ−1(0) = 0 και

σ−1(κ) =

{
2κ αν κ ϑετικός ακέραιος

−2κ− 1 αν κ αρνητικός ακέραιος

Πρόταση 1.4.17 Αν οι απεικονίσεις f : A −→ B και g : B −→ Γ έχουν
αντίστροφες, τότε η απεικόνιση g ◦ f : A −→ Γ έχει επίσης αντίστροφη
και µάλιστα ισχύει (g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1.

Απόδειξη. ΄Εχουµε τις σχέσεις f−1 ◦ f = 1A και f ◦ f−1 = 1B, όπως
επίσης και τις σχέσεις g−1 ◦ g = 1B και g ◦ g−1 = 1Γ. Με �άση τις
Προτάσεις 1.4.11 και 1.4.12, έχουµε ότι

(g ◦ f) ◦ (f−1 ◦ g−1) = g ◦ (f ◦ (f−1 ◦ g−1))

= g ◦ ((f ◦ f−1) ◦ g−1)

= g ◦ (1B ◦ g−1)

= g ◦ g−1

= 1Γ.

Ανάλογα δείχνουµε ότι (f−1 ◦ g−1) ◦ (g ◦ f) = 1A. ΄Ετσι, δείξαµε ότι
η g ◦ f έχει µια αντίστροφη, την f−1 ◦ g−1. Καθώς γνωρίζουµε ότι αν
µια απεικόνιση έχει αντίστροφη, τότε αυτή είναι µοναδική, έπεται ότι
(g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1.

Ορισµός 1.4.18 ΄Εστω f : X −→ Y µια απεικόνιση και M ένα υπ-
οσύνολο του X. Η απεικόνιση M −→ Y µε x 7−→ f(x) λέγεται περιορ-
ισµός της f στο M και συµβολίζεται µε f |M .

Ορισµός 1.4.19 ΄Εστω ρ : A −→ B µία απεικόνιση και Γ ένα σύνολο
µε A ⊆ Γ. Αν σ : Γ −→ B είναι µια απεικόνιση τέτοια ώστε ρ = σ |A, τότε
η σ λέγεται επέκταση της ρ.

Παράδειγµα 1.4.20 Θεωρούµε την απεικόνιση ρ : N −→ Z µε ν 7−→
−ν. Τότε, οι απεικονίσεις σ1 : Z −→ Z µε ν 7−→ −ν και σ2 : Z −→ Z µε

σ2(ν) =

{ −ν αν ο ν είναι ϑετικός
ν αν ο ν είναι αρνητικός

είναι επεκτάσεις της ρ µε σ1 6=
σ2.
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Ορισµός 1.4.21 ΄Εστω A,B δυο σύνολα. Η απεικόνιση π1 : A×B −→
A µε (α, β) 7−→ α λέγεται προβολή στον πρώτο παράγοντα του καρτε-
σιανού γινοµένου A×B. Ανάλογα ορίζεται η προβολή π2 : A×B −→ B

στον δεύτερο παράγοντα του A×B.

Παρατήρηση 1.4.22 Ο ορισµός της απεικόνισης που δώσαµε (Ορισµός
1.4.1) δεν είναι διατυπωµένος αυστηρά στη γλώσσα των συνόλων. ΄Ενας
αυστηρός ορισµός είναι ο ακόλουθος : Μια απεικόνιση f είναι µια διατεταγ-
µένη τριάδα (X, Y, R) όπου X,Y είναι σύνολα και R ένα υποσύνολο του
καρτεσιανού γινοµένου X × Y , το οποίο έχει τις επόµενες δύο ιδιότητες :

(i) για κάθε x ∈ X υπάρχει y ∈ Y ώστε (x, y) ∈ R και

(ii) αν x ∈ X και y, y′ ∈ Y είναι στοιχεία µε (x, y) ∈ R και (x, y′) ∈ R,
τότε y = y′.

΄Ετσι, µια απεικόνιση f = (X,Y,R) είναι µια διµελής σχέση ειδικής µορ-
ϕής από το X στο Y .

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. (i) Ποιες από τις ακόλουθες απεικονίσεις είναι 1-1;, ποιες είναι
επί ;

f1 : N −→ N, x 7−→ x2

f2 : Z −→ Z, x 7−→ x2

f3 : Z −→ Z, x 7−→ x3

f4 : R −→ R, x 7−→ x3

f5 : N −→ N, x 7−→ x + 1

(ii) Είναι οι συναρτήσεις f5 ◦ f1 και f1 ◦ f5 ίσες ;

2. ΄Εστω π1 : R × R → R η προβολή στον πρώτο παράγοντα. Αν
r1, r2 ∈ R να δειχτεί ότι υπάρχει µια 1-1 και επί απεικόνιση απο
το σύνολο π−1

1 (r1) στο π−1
1 (r2).

3. ΄Εστω f : A −→ B µια απεικόνιση, X,Y ⊆ A και Γ, ∆ ⊆ B. Να
δειχτεί ότι :

(i) Αν X ⊆ Y τότε f(X) ⊆ f(Y ).

(ii) Αν Γ ⊆ ∆ τότε f−1(Γ) ⊆ f−1(∆).
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(iii) X ⊆ f−1(f(X)) µε την ισότητα να ισχύει αν η f είναι 1-1.

(iv) f(f−1(Γ)) ⊆ Γ µε την ισότητα να ισχύει αν η f είναι επί.

4. ΄Εστω f : A → B µια απεικόνιση, X, Y ⊆ A και Γ, ∆ ⊆ B. Να
δειχτεί ότι :

(i) f(X ∪ Y ) = f(X) ∪ f(Y )

(ii) f−1(Γ ∪∆) = f−1(Γ) ∪ f−1(∆)

(iii) f(X ∩ Y ) ⊆ f(X) ∩ f(Y )

(iv) f−1(Γ ∩∆) = f−1(Γ) ∩ f−1(∆)

Να δειχτεί επίσης ότι στο (iii) έχουµε ισότητα για κάθε X,Y ∈
P(A) αν και µόνο αν η f είναι 1-1.

5. ΄Εστω f : X −→ Y µια απεικόνιση. Θεωρούµε ένα µη-κενό σύνο-
λο I και υποθέτουµε ότι για κάθε i ∈ I µας δίνεται ένα σύνολο Ai

µε Ai ∈ P(X) και ένα σύνολο Bi µε Bi ∈ P(Y ). Να δειχτεί ότι :

(i) f−1
(⋃

i∈I Bi

)
=

⋃
i∈I f−1(Bi)

(ii) f−1
(⋂

i∈I Bi

)
=

⋂
i∈I f−1(Bi)

(iii) f
(⋃

i∈I Ai

)
=

⋃
i∈I f(Ai)

(iv) Αν η f είναι 1-1 τότε f
(⋂

i∈I Ai

)
=

⋂
i∈I f(Ai)

6. ΄Εστω f : A −→ B και % : B −→ Γ δυο απεικονίσεις. Να δειχτεί
ότι :

(i) Αν η % ◦ f είναι επί, τότε η % είναι επί.

(ii) Αν η % ◦ f είναι 1-1, τότε η f είναι 1-1.

7. ΄Εστω f : A −→ X µια απεικόνιση και B, Γ υποσύνολα του A,
τέτοια ώστε οι περιορισµοί f |B και f |Γ είναι 1-1. Μπορούµε να
συµπεράνουµε ότι ο περιορισµός f |B∪Γ είναι επίσης 1-1;

8. ΄Εστω f : A −→ B µια απεικόνιση. Να δειχτεί ότι :

(i) Η f είναι 1-1 αν και µόνο αν | f−1({β}) |= 1 για κάθε β ∈
f(A).

(ii) Η f είναι επί αν και µόνο αν f−1({β}) 6= ∅ για κάθε β ∈ B.
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9. ΄Εστω f : X −→ Y µια απεικόνιση. Τότε ορίζονται οι απεικονίσεις
f : P(X) −→ P(Y ) µε A 7−→ f(A) και f−1 : P(Y ) −→ P(X) µε
B 7−→ f−1(B). Να δειχτεί ότι :

(i) Αν η f είναι επί τότε f ◦ f−1 = 1P(Y ).

(ii) Αν η f είναι 1-1 τότε f−1 ◦ f = 1P(X).

10. (i) ΄Εστω A,B δυο σύνολα και S το σύνολο των απεικονίσεων
f : {1, 2} −→ A ∪ B µε f(1) ∈ A και f(2) ∈ B. Να δειχτεί
ότι υπάρχει µια 1-1 και επί απεικόνιση από το S στο A×B.

(ii) ΄Εστω A ένα σύνολο και ν ένας ϕυσικός αριθµός. Αν M είναι
το σύνολο όλων των απεικονίσεων f : {1, 2, 3, . . . , ν} −→ A,
τότε να δειχτεί ότι υπάρχει µια 1-1 και επί απεικόνιση από
το A στο Aν = A× A× · · · × A︸ ︷︷ ︸

ν−ϕορές

.

11. Μια απεικόνιση f : A −→ B λέγεται σταθερή αν f(α) = f(α′) για
κάθε α, α′ ∈ A. Να δειχτεί ότι αν f, % : A −→ A είναι σταθερές
απεικονίσεις και f 6= %, τότε % ◦ f 6= f ◦ %.

12. ΄Εστω f : X −→ Y µια απεικόνιση. Να δειχτεί ότι η f είναι
σταθερή αν και µόνο αν για κάθε απεικόνιση g : X −→ X έχουµε
f ◦ g = f .

13. Να �ρεθεί µια 1-1 και επί απεικόνιση f : N −→ M , όπου M ( N.

14. ΄Εστω f : X −→ Y µια απεικόνιση.

(i) Στο σύνολο X ορίζουµε µια σχέση, ϑέτοντας x ∼ x′ αν και
µόνο αν f(x) = f(x′) ∈ Y . Να δειχτεί ότι η σχέση αυτή είναι
µια σχέση ισοδυναµίας.

(ii) Να δειχτεί ότι το σύνολο {f−1({y}) | y ∈ f(X)} είναι µια
διαµέριση του X.

15. (i) ΄Εστω f : X −→ Y µια 1-1 απεικόνιση. Να ορίσετε µια
απεικόνιση % : Y −→ X µε % ◦ f = 1X .

(ii) ∆ώστε παράδειγµα απεικονίσεων σ, τ : A −→ A µε τ ◦σ = 1A

και σ ◦ τ 6= 1A.

16. ΄Εστω f, g : X −→ Y δυο απεικονίσεις. Να δειχτεί ότι :
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(i) f = g αν και µόνο αν για κάθε απεικόνιση h : Y −→ {3, 7}
ισχύει h ◦ f = h ◦ g.

(ii) f = g αν και µόνο αν για κάθε απεικόνιση σ : {3} −→ X

ισχύει ότι f ◦ σ = g ◦ σ.

17. ΄Εστω A = A1 × A2 και R1, R2 σχέσεις ισοδυναµίας στα A1 και
A2 αντίστοιχα. ΄Εστω R η σχέση στο A που ορίζεται ϑέτοντας
(α1, α2)R(β1, β2) αν α1R1β1 και α2R2β2. Να δειχτεί ότι η R είναι
σχέση ισοδυναµίας στο A και υπάρχει µια 1-1 και επί απεικόνιση
από το σύνολο A/R στο καρτεσιανό γινόµενο (A1/R1)× (A2/R2).

1.5 Μαθηµατική Επαγωγή

Θα αποδείξουµε την αρχή της επαγωγής χρησιµοποιώντας την ακόλου-
ϑη ιδιότητα των ϕυσικών αριθµών.

Αξίωµα του ελαχίστου ή Αξίωµα καλής διάταξης: Κάθε µη-κενό υπ-
οσύνολο M του συνόλου N των ϕυσικών αριθµών περιέχει ένα ελάχιστο
στοιχείο. ∆ηλαδή, υπάρχει m0 ∈ M τέτοιο ώστε m0 ≤ m για κάθε
m ∈ M .

Θεώρηµα 1.5.1 (Μαθηµατική επαγωγή ή αρχή της επαγωγής) ΄Εστω ότι
σε κάθε ϑετικό ακέραιο αριθµό ν αντιστοιχεί µια πρόταση p(ν) που αφορά
το ν, µε τέτοιον τρόπο ώστε :

(i) η p(1) αληθεύει και

(ii) αν η p(µ) αληθεύει για κάποιο ϕυσικό αριθµό µ, τότε η p(µ + 1)

αληθεύει.

Τότε, η p(ν) αληθεύει για κάθε ϑετικό ακέραιο αριθµό ν.

Απόδειξη. ΄Εστω S το υποσύνολο του N που έχει ως στοιχεία του εκεί-
νους τους ϑετικούς ακέραιους αριθµούς ν, για τους οποίους η πρόταση
p(ν) δεν αληθεύει. Θα δείξουµε ότι S = ∅. ΄Εστω ότι S 6= ∅. Τότε, από
το αξίωµα ελαχίστου, το S περιέχει ένα ελάχιστο στοιχείο, έστω µ. Από
την υπόθεση (i), έχουµε ότι µ > 1. Από τον ορισµό του µ, έχουµε ότι
µ − 1 /∈ S και άρα η πρόταση p(µ − 1) αληθεύει. Τότε όµως, από την
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υπόθεση (ii), έπεται ότι και η p(µ) αληθεύει, που είναι άτοπο καθώς
µ ∈ S.

Μια άλλη µορφή της µαθηµατικής επαγωγής είναι η ακόλουθη:

Θεώρηµα 1.5.2 (∆εύτερη µορφή της επαγωγής) ΄Εστω ότι σε κάθε ϑετικό
ακέραιο αριθµό ν αντιστοιχεί µια πρόταση p(ν) που αφορά το ν, µε τέτοιον
τρόπο ώστε :

(i) η p(1) αληθεύει και

(ii) αν µ ∈ N και η p(r) αληθεύει για κάθε r ≤ µ, τότε η p(µ + 1)

αληθεύει.

Τότε, η p(ν) αληθεύει για κάθε ϑετικό ακέραιο αριθµό ν.

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουµε ότι αν S είναι το σύνολο που αποτελείται
από όλους τους ϕυσικούς αριθµούς ν µε ν ≥ 1, για τους οποίους η
p(ν) δεν αληθεύει, τότε S = ∅. Αν το S δεν είναι κενό, τότε λόγω του
αξιώµατος του ελαχίστου, ϑα περιέχει ένα ελάχιστο στοιχείο, έστω µ. Από
την υπόθεση (i), έχουµε ότι µ > 1. Από τον ορισµό του µ προκύπτει ότι
η πρόταση p(r) αληθεύει για κάθε r ≤ µ − 1. Από την υπόθεση (ii),
έχουµε ότι η p(µ) αληθεύει, που είναι άτοπο.

Παρατήρηση 1.5.3 Η υπόθεση (i) στα προηγούµενα δύο ϑεωρήµατα
λέγεται συνήθως «αρχικό �ήµα της επαγωγής», ενώ η υπόθεση (ii) «επαγ-
ωγικό �ήµα». Επίσης, η υπόθεση «αν η p(ν) αληθεύει» στην (ii) του Θεω-
�ήµατος 1.5.1 (αντίστοιχα «αν η p(r) αληθεύει για κάθε r ≤ µ» στην (ii)

του Θεωρήµατος 1.5.2) λέγεται «υπόθεση επαγωγής».

Πριν προχωρήσουµε σε παραδείγµατα, είναι χρήσιµο να εξετάσουµε
µια ιδιότητα που αφορά την πρόσθεση πραγµατικών αριθµών:

Παρατήρηση 1.5.4 Γνωρίζουµε ότι αν α, β, γ είναι πραγµατικοί αριθµοί,
τότε (α+β)+γ = α+(β +γ). ∆ηλαδή, αν προσθέσουµε το άθροισµα των
α και β µε το γ, τότε το αποτέλεσµα είναι το ίδιο µε αυτό που �ρίσκουµε αν
προσθέσουµε το α µε το άθροισµα των β και γ. Συνεπώς, δεν έχει σηµασία
πώς µπαίνουν οι παρενθέσεις. ΄Ετσι, µπορούµε να παραστήσουµε χωρίς
κίνδυνο σύγχυσης τον αριθµό (α + β) + γ = α + (β + γ) ως α + β + γ.
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Γενικότερα, αν α1, α2, . . . , αν είναι πραγµατικοί αριθµοί τότε µπορεί να
αποδειχτεί µε επαγωγή ως προς ν ότι µε όποιον τρόπο και να προσθέσουµε
τα α1, α2, . . . , αν , δηλαδή µε όποιον τρόπο και να �άλουµε τις παρενθέσεις,
το αποτέλεσµα είναι πάντα το ίδιο και το συµβολίζουµε µε α1+α2+· · ·+αν

ή
∑ν

i=1 αi. ΄Ετσι, για παράδειγµα, έχουµε (α1 + α2) + (α3 + α4) =

α1 + (α2 + (α3 + α4)) = ((α1 + α2) + α3) + α4 = (α1 + (α2 + α3) + α4).
΄Εστω B ένα πεπερασµένο υποσύνολο των πραγµατικών αριθµών µε

στοιχεία τους αριθµούς β1, β2, . . . , βν . Χρησιµοποιώντας την αντιµετα-
ϑετική ιδιότητα της πρόσθεσης των πραγµατικών αριθµών (δηλαδή τη
σχέση r1 + r2 = r2 + r1, r1, r2 ∈ R), µπορεί να αποδειχτεί µε επαγ-
ωγή ως προς ν ότι για κάθε 1-1 και επί απεικόνιση φ : {1, 2, . . . , ν} −→
{1, 2, . . . , ν} ισχύει

β1 + β2 + · · ·+ βν = βφ(1) + βφ(2) + · · ·+ βφ(ν).

΄Αρα, χωρίς κίνδυνο σύγχυσης, µπορούµε να παραστήσουµε το άθροισµα
β1 + β2 + · · ·+ βν µε

∑
β∈B β.

Παράδειγµα 1.5.5 Για κάθε ν ∈ N µε ν ≥ 1 ισχύει

(?)
ν∑

i=1

i2 = 12 + 22 + 32 + · · ·+ ν2 =
ν(ν + 1)(2ν + 1)

6
.

Απόδειξη. Η απόδειξη ϑα γίνει µε επαγωγή. Η p(ν) είναι η ισότητα
(?). Η p(1) αληθεύει, αφού

∑1
i=1 = 12 = 1

6
· 1 · (1 + 1) · (2 · 1 + 1).

Υποθέτοντας ότι ισχύει η p(µ), ϑα δείξουµε ότι ισχύει η p(µ + 1). ΄Εστω
λοιπόν ότι

µ∑
i=1

i2 = 12 + 22 + 32 + · · ·+ µ2 =
µ(µ + 1)(2µ + 1)

6
.

Τότε ∑µ+1
i=1 i2 =

∑µ
i=1 i2 + (µ + 1)2

= 1
6
µ(µ + 1)(2µ + 1) + (µ + 1)2

= 1
6
(µ + 1)[µ(2µ + 1) + 6(µ + 1)]

= 1
6
(µ + 1)(2µ2 + 7µ + 6)

= 1
6
(µ + 1)(µ + 2)(2µ + 3)

και άρα ισχύει η p(µ+1). Συνεπώς, από την αρχή της επαγωγής έπεται
ότι η (?) ισχύει για κάθε ϑετικό ακέραιο αριθµό ν.
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Παράδειγµα 1.5.6 ΄Εστω x ένας πραγµατικός αριθµός µε x 6= 1. Τότε,
για κάθε ν ∈ N µε ν ≥ 1 ισχύει

(??)
ν∑

i=0

xi = 1 + x + x2 + · · ·+ xν =
1− xν+1

1− x
.

Απόδειξη. Η απόδειξη ϑα γίνει µε επαγωγή. Η p(ν) είναι η ισότητα
(??). Η p(1) αληθεύει, αφού

∑1
i=0 xi = 1 + x = 1−x2

1−x
. Υποθέτοντας ότι

ισχύει η p(µ), ϑα δείξουµε ότι ισχύει η p(µ + 1). ΄Εστω λοιπόν ότι

µ∑
i=0

xi = 1 + x + x2 + · · ·+ xµ =
1− xµ+1

1− x
.

Τότε ∑µ+1
i=0 xi =

∑µ
i=0 xi + xµ+1

= 1−xµ+1

1−x
+ xµ+1

= 1−xµ+1+xµ+1(1−x)
1−x

= 1−xµ+2

1−x

και άρα ισχύει η p(µ+1). Συνεπώς, από την αρχή της επαγωγής έπεται
ότι η (??) αληθεύει για κάθε ϑετικό ακέραιο αριθµό ν.

Παρατήρηση 1.5.7 Συχνά οι επαγωγικές αποδείξεις δεν αρχίζουν από
τον αριθµό 1, αλλά από κάποιον άλλο µεγαλύτερο. Ισχύουν τα αντίσ-
τοιχα των Θεωρηµάτων 1.5.1 και 1.5.2 και στην περίπτωση αυτή. Για
παράδειγµα, αναφέρουµε το παρακάτω:

Θεώρηµα 1.5.8 (∆εύτερη µορφή της επαγωγής µε αρχικό �ήµα στο κ)
΄Εστω κ ένας ϕυσικός αριθµός και έστω ότι σε κάθε ϕυσικό αριθµό ν µε
ν ≥ κ αντιστοιχεί µια πρόταση p(ν) που αφορά το ν. ΄Εστω επιπλέον ότι

(i) Η p(κ) αληθεύει και

(ii) Αν µ είναι ένας ϕυσικός αριθµός µε µ ≥ κ και η p(r) αληθεύει για
κάθε κ ≤ r ≤ µ, τότε η p(µ + 1) αληθεύει.

Τότε, η p(ν) αληθεύει για κάθε ϕυσικό αριθµό ν ≥ κ.

Απόδειξη. Η απόδειξη αφήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη.
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Παράδειγµα 1.5.9 ΄Ενας ϕυσικός αριθµός p ≥ 2 λέγεται πρώτος αν δε
µπορεί να γραφτεί ως γινόµενο δύο µικρότερών του ϕυσικών αριθµών. Θα
δείξουµε ότι κάθε ϕυσικός αριθµός ν ≥ 2 µπορεί να γραφτεί ως γινόµενο
(ενός ή περισσοτέρων) πρώτων αριθµών.

Η απόδειξη ϑα γίνει µε επαγωγή. Θα χρησιµοποιήσουµε το Θεώρηµα
1.5.8. Για ν = 2 ο ισχυρισµός ισχύει, αφού ο 2 είναι πρώτος. ΄Εστω ότι ο
ισχυρισµός ισχύει για όλους τους ϕυσικούς r µε 2 ≤ r ≤ µ. Θα δείξουµε
ότι ο ισχυρισµός ισχύει για τον µ+1. Αν ο µ+1 είναι πρώτος, τότε έχουµε
τελειώσει. Αν ο µ + 1 δεν είναι πρώτος, τότε µ + 1 = µ1µ2 µε µ1 < µ + 1

και µ2 < µ + 1. Αλλά τότε, από την υπόθεση της επαγωγής, οι αριθµοί
µ1 και µ2 είναι πρώτοι ή γινόµενα πρώτων. Συνεπώς, το γινόµενό τους,
δηλαδή ο αριθµός µ + 1, είναι επίσης γινόµενο πρώτων. Το αποτέλεσµα
τώρα έπεται από το Θεώρηµα 1.5.8.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Να δειχτεί ότι

(i) Ο αριθµός 8ν+1 + 92ν−1 είναι πολλαπλάσιο του 73 για κάθε
ν ∈ N, ν ≥ 1.

(ii)
∑ν

i=1(−1)ii2 = 1
2
(−1)νν(ν + 1) για κάθε ν ∈ N, ν ≥ 1.

(iii) 2ν ≤ 2ν για κάθε ν ∈ N.

(iv)
∑ν

i=1 i! < (ν + 1)! για κάθε ν ∈ N, ν ≥ 1.

2. ΄Εστω A ένα πεπερασµένο σύνολο µε ν στοιχεία. Να δειχτεί ότι το
πλήθος των στοιχείων του P(A) είναι 2ν.

3. ΄Εστω κ ένας ϕυσικός αριθµός και M ⊆ {1, 2, · · · , κ}, τέτοιο ώστε :

(i) 1 ∈ M και

(ii) αν λ ∈ {1, 2, . . . , κ− 1} και λ ∈ M , τότε λ + 1 ∈ M .

Να δειχτεί ότι M = {1, 2, . . . , κ}.

4. (i) ΄Εστω A,B δυο πεπερασµένα υποσύνολα των πραγµατικών
αριθµών µε A∩B = ∅. Να δειχτεί ότι

∑
x∈A∪B x =

∑
α∈A α+∑

β∈B β.
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(ii) ΄Εστω A1, A2, . . . , Aν πεπερασµένα σύνολα πραγµατικών αρ-
ιθµών µε Ai ∩ Aj = ∅ για κάθε i 6= j. Να δειχτεί ότι∑

x∈∪ν
i=1Ai

x =
∑

x∈A1
x+

∑
x∈A2

x+ · · ·+∑
x∈Aν

x. Το άθρο-

ισµα
∑

x∈A1
x+

∑
x∈A2

x+ · · ·+∑
x∈Aν

x το συµβολίζουµε µε∑ν
i=1

(∑
x∈Ai

x
)
.

5. ΄Εστω A, B δυο πεπερασµένα σύνολα και f : A × B −→ R µια
απεικόνιση. Αν A = {α1, α2, . . . , αν} και B = {β1, β2, . . . , βµ}, να
δειχτεί ότι

(i)
∑

x∈A×B f(x) =
∑

β∈B f(α1, β) + · · ·+ ∑
β∈B f(αν , β)

(ii)
∑

x∈A×B f(x) =
∑

α∈A f(α, β1) + · · ·+ ∑
α∈A f(α, βµ)

Το δεύτερο µέλος της (i) το γράφουµε και ως

∑
α∈A

(∑

β∈B

f(α, β)

)
,

ενώ το δεύτερο µέλος της (ii) το γράφουµε και ως

∑

β∈B

(∑
α∈A

f(α, β)

)
.

΄Ετσι, από τις (i) και (ii), έπεται ότι

∑
x∈A×B

f(x) =
∑
α∈A

(∑

β∈B

f(α, β)

)
=

∑

β∈B

(∑
α∈A

f(α, β)

)
.


