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Κεφάλαιο 1 
Πρότυπα 

 
 

Στο κεφάλαιο αυτό εισάγουμε την έννοια του προτύπου πάνω από δακτύλιο. 

 
 
 

1.1  Ορισμοί και Παραδείγματα 
 
Παραδοχές  Στo βιβλίο αυτό θα κάνουμε τις εξής παραδοχές. 
• Χρησιμοποιούμε προσθετικό συμβολισμό για αβελιανές ομάδες. Δη-

λαδή αν M  είναι μια αβελιανή ομάδα, τότε η πράξη της M  θα συμ-
βολίζεται με 1 2 1 2, ( , ) .M M M m m m m× → → +  Το ουδέτερο στοιχείο 
της M  θα συμβολίζεται με 0M  ή απλά  0.

• Κάθε δακτύλιος περιέχει μοναδιαίο στοιχείο. Το μοναδιαίο στοιχείο 
ενός δακτυλίου  συμβολίζεται με 1  ή απλά 1.  Επίσης υποθέτουμε 
ότι 1 , δηλαδή ότι 

R R

0R ≠ R 0R ≠ . Συνεπώς όταν θεωρούμε τους δακτυ-
λίους  θα υποθέτουμε ότι  nZ 1.n >

• Κάθε ομομορφισμός δακτυλίων διατηρεί τα μοναδιαία στοιχεία, δη-
λαδή αν  :f R → S

)
 είναι ομομορφισμός δακτυλίων, τότε πέρα από 

τις σχέσεις 1 2 1 2( ) ( ) (f r r f r f r+ = +  και 1 2 1 2( ) ( ) ( )f r r f r f r= , όπου 
 ικανοποιείται και η σχέση 1 2,r r R∈ , (1 ) 1 .R Sf =  

• Όταν λέμε ιδεώδες ενός δακτυλίου εννοούμε αριστερό ιδεώδες, δηλα-
δή ένα ιδεώδες ενός δακτυλίου  είναι ένα μη κενό σύνολο I R I R⊆  
τέτοιο ώστε για κάθε , ,a b I r R∈ ∈  έχουμε a b I− ∈  και  .ra I∈

• Με ,  συμβολίζουμε αντίστοιχα το σύνολο των θετικών 
ακεραίων, ακεραίων, ρητών, πραγματικών και μιγαδικών αριθμών. Το 
κενό σύνολο συμβολίζεται με 

N , , ,Z Q R C

∅ . 
 
1.1.1  Ορισμός  Έστω R ένας δακτύλιος.  Μια αβελιανή ομάδα Μ εφοδια-
σμένη με μια απεικόνιση 

( , )R M r m r m M× ∋ ⋅ ∈6  
ονομάζεται R- πρότυπο ή πρότυπο πάνω από το R αν ισχύουν οι εξής ι-
διότητες 
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(i)  για κάθε 1 2 1 2( ) ( )r r m rr m⋅ ⋅ = ⋅ 1 2,r r R∈ , m M∈  
(ii)  για κάθε 1 2 1 2( )r r m r m r m+ ⋅ = ⋅ + ⋅ 1 2,r r R∈ , m M∈  
(iii)  για κάθε r R1 2 1( )r m m r m r m⋅ + = ⋅ + ⋅ 2 ∈ , 1 2,m m M∈  
(iv)  για κάθε 1R m m⋅ = m M∈ . 
  
 Στον προηγούμενο ορισμό, θα ονομάζουμε την απεικόνιση 
R M M× →  τον εξωτερικό πολλαπλασιασμό του -προτύπου Μ.  Στα 
παρακάτω θα γράφουμε rm στη θέση του 

R
.r m⋅  

 
1.1.2  Παραδείγματα   
1. Έστω  ένα σώμα. Κάθε -διανυσματικός χώρος είναι -πρότυπο.  

Μάλιστα οι έννοιες  -διανυσματικός χώρος και -πρότυπο ταυτίζο-
νται.  

k k k
k k

2. Κάθε αβελιανή ομάδα Μ είναι -πρότυπο με εξωτερικό πολλαπλα-
σιασμό 

Z
, ( , ) ,M M r m rm× → 6Z  που ορίζεται από τη σχέση 

... ( φορές), αν 0
0, αν 0

(( ) ), αν 0,

m m r r
rm r

r m r

+ + >⎧
⎪= =⎨
⎪− − <⎩

 

όπου  και . Εύκολα βλέπουμε ότι οι έννοιες αβελιανή 
ομάδα και -πρότυπο ταυτίζονται. 

r∈Z m M∈
Z

3. Κάθε ιδεώδες  Ι  δακτυλίου R είναι  R-πρότυπο με εξωτερικό πολλα-
πλασιασμό , ( , )R I I r a r× → 6 a . Ειδικά, κάθε δακτύλιος  είναι 

-πρότυπο. 
R

R
4.  Έστω Ι  ένα ιδεώδες ενός δακτυλίου R.  Η αβελιανή ομάδα R I είναι 

R-πρότυπο με εξωτερικό πολλαπλασιασμό R R I R I× →  που ορίζε-
ται από  

( )r a I ra I+ = + , 
όπου .  Η σχέση αυτή είναι καλά ορισμένη, γιατί αν ,a r R∈
a I a I′+ = +  και , τότε r R∈ a a I′− ∈  και άρα ( )r a a I′− ∈ , δηλαδή  

 που σημαίνει ότι ra ra I′− ∈ ra I ra I′+ = + .  Η επαλήθευση  των α-
ξιωμάτων του Ορισμού 1.1.1 είναι εύκολη. 

5. Έστω  ένας δακτύλιος.  Ο δακτύλιος R [ ]R x  των πολυωνύμων  στη 
μεταβλητή x  με συντελεστές από το  είναι ένα -πρότυπο με εξω-
τερικό πολλαπλασιασμό 

R R
[ ] [ ], ( , ( )) ( )R R x R x r f x rf x× → 6 .  

6. Έστω V  ένας k -διανυσματικός χώρος, όπου το k είναι σώμα, 
και :V Vα →  μια γραμμική απεικόνιση.  Αν  

0 1 ... [ ]n
nf f f x f x k x= + + + ∈  
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είναι ένα πολυώνυμο, τότε με ( ) :f a V V→  συμβολίζουμε τη γραμ-
μική απεικόνιση  

0 11 ... n
V nf f fα α+ + + , 

όπου  είναι η ταυτοτική απεικόνιση, , και 
 είναι η σύνθεση 

1 :V V V→ 1 ( )V v = v
:k V Vα → ...α αD D  ( k  φορές).  To V  είναι ένα 

-πρότυπο με εξωτερικό πολλαπλασιασμό  [ ]k x
[ ] , ( , ) ( )( ).k x V V f v fv f a v× → =6  

Αφήνουμε την απόδειξη ως άσκηση. 
7. Έστω  ένας δακτύλιος. Το σύνολο R ( )m nM R×  των m n×  πινάκων με 

στοιχεία από το  είναι ένα -πρότυπο με πρόσθεση τη συνήθη 
πρόσθεση πινάκων και με εξωτερικό πολλαπλασιασμό  

R R

( ) ( ), ( , )m n m nR M R M R r A r× ×× → 6 A ), όπου ( ijrA ra=  αν ( )ijA a= . 
8. Θεωρούμε το δακτύλιο ( )nM R  των n n×  πινάκων με στοιχεία από 

ένα δακτύλιο . Η αβελιανή ομάδα R 1( )nM R×  είναι ένα ( )nM R -
πρότυπο με εξωτερικό πολλαπλασιασμό  

1 1( ) ( ) ( ), ( , )n n nM R M R M R A X AX× ×× → 6 , 
όπου AX  είναι το γινόμενο των πινάκων ,A X . 

9.  Έστω M  μια αβελιανή ομάδα και R EndM=  το σύνολο των ομο-
μορφισμών ομάδων .M M→  Το  είναι ένας δακτύλιος με πρόσθε-
ση που ορίζεται από τη σχέση 

R
( )( ) ( ) ( )f g m f m g m+ = +  και πολλα-

πλασιασμό που ορίζεται από τη σύνθεση συναρτήσεων 
( )( ) ( ( ))fg m f g m= , όπου ,f g EndM∈ , m M∈ . Το M  γίνεται -
πρότυπο με εξωτερικό πολλαπλασιασμό  

R

,R M M× →  ( , )f m 6 ( ).f m  
 
1.1.3  Πρόταση  Έστω Μ  ένα  R -πρότυπο.  Τότε έχουμε 
(i)  για κάθε 0 0R m = M m M∈  
(ii) 0 0M Mr =  για κάθε  r R∈
(iii) ( )  για κάθε ( )r m r m rm− = − = − r R∈ , m M∈ . 
Απόδειξη  (i) Έχουμε 0 0  

. Από το νόμο της διαγραφής που ισχύει στην ομάδα  
Μ  παίρνουμε . 

0 (0 0 ) 0R R R R R Rm m+ = ⇒ + = ⇒
0 0 0R R Rm m+ = m

0 0R Mm =
(ii) Έχουμε 0 0 0 (0 0 ) 0 0 0M M M M M M M Mr 0r r r+ = ⇒ + = ⇒ + Mr= ⇒  

0 0M Mr = . 



Κεφάλαιο  1 4 

(iii) Από το (ii) παίρνουμε ( ( )) 0 0M Mr m m r+ − = = ⇒ ( ) 0Mrm r m+ − =  
και άρα .  Από το (i) έχουμε ( ) (r m rm− = − )
( ( )) 0 0R Mr r m m+ − = = ⇒ ( ) 0Mrm r m+ − = .  Άρα ( ) ( )r m rm− = − .  □ 
 
 Στο παρακάτω θα χρησιμοποιούμε τις σχέσεις της Πρότασης 1.1.3 
χωρίς ιδιαίτερη μνεία.   
 Τονίζουμε ότι σ’ ένα R-πρότυπο Μ είναι δυνατό να ισχύει 0Mrm =  
ακόμα και αν  και 0Rr ≠ 0Mm ≠ .  Για παράδειγμα, στο  Z -πρότυπο  
έχουμε 

nZ
[ ] [ ]n a na= =  [0  για κάθε [ ]] na ∈Z . 

 
1.1.4  Ορισμός  Έστω Μ ένα  R-πρότυπο.  Ένα υποσύνολο N M ονομά-
ζεται  R-υποπρότυπο του Μ αν το Ν είναι υποομάδα της 

⊆
M  και για κάθε 

,  έχουμε . r R∈ a N∈ ra N∈
 
 Παρατηρούμε ότι αν το  είναι υποπρότυπο του N M , τότε το  εί-
ναι -πρότυπο ως προς τον εξωτερικό πολλαπλασιασμό 

N
R

, ( , )R N N r a r× → 6 a , όπου , ( , )R M M r m rm× → 6  είναι ο εξωτερι-
κός πολλαπλασιασμός του M . Θα χρησιμοποιούμε το συμβολισμό 

 για να δηλώσουμε ότι το  είναι υποπρότυπο του N M≤ N M . 
 
1.1.5 Λήμμα  Έστω Μ ένα  R-πρότυπο και N M ένα μη κενό υποσύνολο 
του Μ.  Τότε το Ν είναι υποπρότυπο του Μ αν και μόνο αν για κάθε 

έχουμε  και 

⊆

, ,a b N r R∈ ∈ a b N− ∈ ra N∈ . 
Απόδειξη  Έπεται άμεσα από το γεγονός ότι ένα μη κενό υποσύνολο  
μιας ομάδας 

N
M  είναι υποομάδα αν και μόνο αν a b N− ∈  για κάθε 

. □                                ,a b N∈
                                                                                                                               
1.1.6  Παραδείγματα   
1. Έστω R ένας δακτύλιος. Τα R-υποπρότυπα του  R  είναι τα ιδεώδη 

του R.  
2. Τα  - υποπρότυπα μιας αβελιανής ομάδας είναι οι υποομάδες της.  Z
3. Έστω k ένα σώμα. Τα k-υποπρότυπα ενός k-διανυσματικού χώρου 

είναι οι υπόχωροί του. 
4. Έστω  ένας δακτύλιος,  ένας μη αρνητικός ακέραιος και R n

[ ] { ( ) [ ] deg ( ) }nR x f x R x f x n= ∈ ≤ , όπου deg ( )f x  είναι ο βαθμός 
του ( )f x . (Σημείωση: δεχόμαστε ότι ο βαθμός του μηδενικού πολυ-
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ωνύμου  είναι ( ) 0f x = deg ( )f x = −∞  και n−∞ <  για κάθε ) . Τό-
τε 

n
[ ] [ ]nR x R x≤ . 

5. Έστω  ένας k - διανυσματικός χώρος, όπου το k είναι σώμα, και V
:V Vα →  μια γραμμική απεικόνιση. Στο Παράδειγμα 1.1.2 6, είδαμε 

ότι  το  είναι ένα -πρότυπο. Ένα υποσύνολο  του  είναι 
-υποπρότυπο του  αν και μόνο αν  το  είναι υπόχωρος του 

 τέτοιος ώστε 

V [ ]k x U V
[ ]k x V U

V ( ) .U Uα ⊆   
Πράγματι, έστω ότι το  είναι -υποπρότυπο του . Τότε για 
κάθε  και 

U [ ]k x V
/,u u U∈ r k∈  έχουμε  / /1 ( 1 )V Vu u u u U− = + − ∈  και 

. Άρα το U  είναι υπόχωρος του V . Επίσης, για κά-
θε  έχουμε 

( 1 )( )Vru r u U= ∈
u U∈ xu U∈ , δηλαδή ( ) .u Uα ∈  

Αντίστροφα, έστω ότι το  είναι υπόχωρος του  τέτοιος ώστε U V
( ) .U Uα ⊆  Αν , τότε από u U∈ ( )u Uα ∈  έπεται ότι 

 για κάθε ( ) ( )n nrx u r u Uα= ∈ r k∈  και . Επειδή το  είναι 
υπόχωρος έχουμε 

0n ≥ U
( )f x u U∈  για κάθε ( ) [ ].f x k x∈  Άρα το  είναι 

-υποπρότυπο του V  σύμφωνα με το Λήμμα 1.1.5. 
U

[ ]k x
 
 Αν το M  είναι -πρότυπο, τότε το σύνολο {0  είναι ένα υποπρό-
τυπο του 

R }M

M  που θα το ονομάζουμε το τετριμμένο ή μηδενικό υποπρό-
τυπο και θα το συμβολίζουμε με 0. 
 Από το Λήμμα 1.1.5 έπεται ότι η τομή μιας μη κενής οικογένειας R-
υποπροτύπων ενός R-προτύπου είναι ένα R-πρότυπο. Η απόδειξη αφήνε-
ται ως άσκηση. 
 
1.1.7  Ορισμός  Έστω  ένα υποσύνολο του R-προτύπου Μ.  Το υ-
ποπρότυπο του Μ που παράγεται από το Χ είναι η τομή όλων των υποπρο-
τύπων του Μ που περιέχουν το Χ. Θα το συμβολίζουμε  με ( ) . 

X ≠ ∅

X
 
1.1.8  Πρόταση  Έστω X ≠ ∅  ένα υποσύνολο του R-προτύπου Μ.  Τότε 

1
( ) { | , , }

n

i i i i
i

X r x n r R x X
=

= ∈ ∈ ∈∑ N . 

Απόδειξη  Έστω Α το δεξί μέλος της παραπάνω ισότητας.  Ισχύει 
( )A X⊆ .  Πράγματι, έστω Ν ένα υποπρότυπο του Μ που περιέχει το Χ. 

Τότε  ix X∈ ⇒ i i ix N r x N∈ ⇒ ∈  για κάθε ir R∈ .  Άρα .  Συ-

νεπώς .  Ισχύει .  Πράγματι, από το Λήμμα  1.1.5 

1

n

i i
i

r x N
=

∈∑

1
( )

n

i i
i

r x X
=

∈∑ ( )X ⊆ A
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έπεται ότι το Α είναι υποπρότυπο του M  που περιέχει το Χ.  Το ( )X  ως 
τομή τέτοιων προτύπων θα περιέχεται στο Α. □ 
 
 Κατ’ αναλογία με τους διανυσματικούς χώρους, αν το X M⊆  έχει 
την ιδιότητα , θα λέμε ότι το  παράγει το ( )X M= X M  ή ότι το M  
παράγεται από το ή ότι το  είναι ένα σύνολο γεννητόρων του X X M . 
 Αν το X M⊆  είναι πεπερασμένο, 1{ ,..., }mX x x= , θα συμβολίζουμε 
το  με ( )X 1( ,..., )nx x  ή 1 ... nRx Rx+ + . 
 
1.1.9  Ορισμός  (i) Ένα R-πρότυπο  Μ  λέγεται πεπερασμένα παραγόμενο 
αν υπάρχει πεπερασμένο υποσύνολο X M⊆ τέτοιο ώστε ( )X M= . 
(ii) Ένα R-πρότυπο  Μ  λέγεται κυκλικό αν υπάρχει m M∈ τέτοιο ώστε 

( )M m= . 
 
 Για παράδειγμα, τα κυκλικά  k-υποπρότυπα ενός μη μηδενικού k-
διανυσματικού χώρου (k  σώμα)  είναι οι υπόχωροι διάστασης 1 και ο τε-
τριμμένος υπόχωρος. Τα κυκλικά -υποπρότυπα μιας αβελιανής ομάδας 
είναι οι κυκλικές υποομάδες της. Ένα παράδειγμα ενός -προτύπου που 
δεν είναι πεπερασμένα παραγόμενο είναι το 

Z
Z

[ ]xZ , τα πολυώνυμα μιας 
μεταβλητής με ακέραιους συντελεστές (γιατί;). Όμως το [ ]xZ  είναι πεπε-
ρασμένα παραγόμενο [ ]xZ -πρότυπο (κάθε δακτύλιος  είναι κυκλικό 
πρότυπο πάνω από τον εαυτό του, 

R
(1 )RR = ). 

 
Σχόλιο  Όλοι οι προηγούμενοι ορισμοί γενικεύουν με φυσικό τρόπο α-
ντίστοιχες έννοιες της Γραμμικής Άλγεβρας.  Όμως η δομή R-προτύπων 
είναι πιο πολύπλοκη από τη δομή k-διανυσματικών χώρων. Αυτό θα γίνει 
φανερό στo Κεφάλαιο 3 όπου μελετάμε ελεύθερα πρότυπα. 

 
 

Ασκήσεις 1.1 
1. Έστω  ένας δακτύλιος και R M μια αβελιανή ομάδα. Δείξτε ότι το 

M είναι -πρότυπο αν και μόνο αν υπάρχει ομομορφισμός δακτυλί-
ων 

R
.R EndM→  

2. Έστω  ένας μεταθετικός δακτύλιος, R M  ένα -πρότυπο,  και 
 . Δείξτε ότι rM

R r R∈
{ | }rM rm m M= ∈ M≤ και αν το M είναι πεπερα-

σμένα παραγόμενο, τότε το είναι πεπερασμένα παραγόμενο. rM
3. Αποδείξτε ότι το  δεν είναι πεπερασμένα παραγόμενο Z -πρότυπο. Q
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4. Έστω : R Sϕ →  ένας ομομορφισμός δακτυλίων και M  ένα -
πρότυπο.   

S

a. Το Μ είναι  R-πρότυπο με εξωτερικό πολλαπλασιασμό 
,R M M× →  ( , ) ( )r m r mϕ6 . 

b. Αν το M  είναι πεπερασμένα παραγόμενο -πρότυπο, αλη-
θεύει ότι το 

S
M  είναι πεπερασμένα παραγόμενο -πρότυπο; R

5. Για  θέτουμε 0n = 0R = Z  και για  θέτουμε 1n ≥ 1[ ,..., ]n nR x x= Z , 
όπου 1[ ,..., ]nx xZ  είναι ο δακτύλιος των πολυωνύμων με ακεραίους 
συντελεστές στις μεταβλητές 1,..., nx x . Έστω 

0
n

n

R R
≥

=∪ . Με τις συνή-

θεις πράξεις πολυωνύμων, το  είναι ένας δακτύλιος που συνήθως 
συμβολίζεται με . Να βρεθεί ένα -υποπρότυπο 
του  που δεν είναι πεπερασμένα παραγόμενο. 

R
1 2[ , ,...]x xZ 1 2[ , ,...]x xZ

1 2[ , ,...]x xZ
6. Θεωρούμε το [ ]xZ  ως [ ]xZ -πρότυπο. Δείξτε ότι το υποπρότυπο 

( ,2) { ( ) 2 ( ) ( ), ( ) [ ]}I x xf x g x f x g x x= = + ∈Z  του [ ]xZ  δεν είναι κυ-
κλικό.  Συνεπώς γενικά δεν αληθεύει ότι κάθε υποπρότυπο κυκλικού 
προτύπου είναι κυκλικό. 

7. Έστω M  μια μη τετριμμένη πεπερασμένη αβελιανή ομάδα. Μπορεί η 
M  να γίνει Q -διανυσματικός χώρος; 

8. Ένα μη μηδενικό -πρότυπο R M  λέγεται ανάγωγο αν πέρα από το 
M  και το τετριμμένο πρότυπο, δεν υπάρχουν άλλα υποπρότυπα του 

.M  
a. Δείξτε ότι ένα πρότυπο είναι ανάγωγο αν και μόνο είναι παρά-

γεται από κάθε μη μηδενικό στοιχείο του.  
b. Δείξτε ότι το  είναι ανάγωγο -πρότυπο αν και μόνο να το 

 είναι πρώτος. 
nZ Z

n
9. Έστω  ένα σώμα και  ένας -διανυσματικός χώρος. Δείξτε τα 

εξής. 
k V k

a. Το σύνολο kEnd V  των -γραμμικών απεικονίσεων  
είναι δακτύλιος με πρόσθεση που ορίζεται από 

k V V→

( )( ) ( ) ( )f g v f v g v+ = +  και πολλαπλασιασμό που ορίζεται 
από ( )( ) ( ( ))fg v f g v= , , kf g End V∈ , v V∈ .  

b. Το  είναι ένα V EndV  πρότυπο με εξωτερικό πολλαπλασια-
σμό που ορίζεται από ( , ) ( )EndV V f v f v V× ∋ ∈6 .  

c. Το  είναι ανάγωγο V EndV -πρότυπο (βλ. προηγούμενη ά-
σκηση).  
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10. Έστω  ένας k -διανυσματικός χώρος, όπου το k είναι σώμα, και V
:V Vα →  μια γραμμική απεικόνιση. Θεωρούμε το  ως -

πρότυπο (Παράδειγμα 1.1.2 6). Δείξτε ότι αν dim
V [ ]k x

V < ∞ , τότε υπάρχει 
μη μηδενικό ( ) [ ]f x k x∈  τέτοιο ώστε ( ) 0f x v =  για κάθε  .v V∈

11. Μια αβελιανή ομάδα M  εφοδιάζεται με δομή -προτύπου αν και 
μόνο αν  για κάθε 

nZ
0nx = x M∈ . 

 
 
 

1.2  Ομομορφισμοί Προτύπων 
 
1.2.1  Ορισμός  Έστω Μ, Ν  δυο R-πρότυπα.  Μια απεικόνιση : M Nϕ →  
ονομάζεται ομομορφισμός  R-προτύπων (ή R-γραμμική) αν: 
(i) ( ) ( ) (m m m m )ϕ ϕ ϕ′ ′+ = + για κάθε ,m m M′∈ , και 
(ii) ( ) ( )rm r mϕ ϕ= για κάθε ,r R m M∈ ∈ . 
 
1.2.2  Παραδείγματα   
1. Αν  Μ, Ν είναι R-πρότυπα, η απεικόνιση 0M m N∋ ∈6  είναι ομο-

μορφισμός R-προτύπων (που θα καλούμε μηδενικό ομομορφισμό). 
Η ταυτοτική απεικόνιση 1 :M M m m M∋ ∈6 είναι επίσης ομομορφι-
σμός R-προτύπων. 

2. Αν V και  W είναι k-διανυσματικοί χώροι (k σώμα), οι ομομορφισμοί 
k-προτύπων V  είναι οι k-γραμμικές απεικονίσεις V W . W→ →

3. Αν G και  H  είναι δύο αβελιανές ομάδες, οι ομομορφισμοί -
προτύπων G  είναι οι ομομορφισμοί ομάδων G H . 

Z
H→ →

4. Έστω R  ένας δακτύλιος και a R∈ . Η απεικόνιση R x xa R∈ ∈6  
είναι ομομορφισμός R-προτύπων. Αντίθετα, η απεικόνιση 
R x ax R∈ 6 ∈  γενικά δεν είναι ομομορφισμός R-προτύπων (γιατί;). 
 

 Ένας ομομορφισμός R-προτύπων : M Nϕ →  ονομάζεται επιμορφι-
σμός (αντίστοιχα μονομορφισμός) αν ως απεικόνιση η φ είναι επί (αντί-
στοιχα 1-1).  Ισομορφισμός R-προτύπων είναι ένας ομομορφισμός που 
είναι  επί και 1-1. Για παράδειγμα, αν M  είναι ένα κυκλικό -πρότυπο, R

( )M m= , τότε η απεικόνιση , ,R M r rm→ 6  είναι επιμορφισμός. 
 
Παρατήρηση Έστω : L Mϕ →  και : M Nψ →  ομομορφισμοί -
προτύπων. Τότε η σύνθεση 

R
: , ( (L N a a))ψ ϕ ψ→D 6 ϕ  είναι ομομορφι-

σμός -προτύπων. Επίσης, αν οι R ,ϕ ψ  είναι ισομορφισμοί, τότε η σύν-
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θεση ψ ϕD  και οι αντίστροφες απεικονίσεις 1 : M Lϕ− →  και 
1 : N Mψ − →  των ϕ  και ψ  αντίστοιχα είναι ισομορφισμοί -προτύπων. 

Αφήνουμε τις αποδείξεις ως άσκηση. 
R

 
 Αν ,M N  είναι -πρότυπα τέτοια ώστε υπάρχει ισομορφισμός -
προτύπων 

R R
M N→ , θα λέμε ότι τα  ,M N  είναι ισόμορφα και θα το συμ-

βολίζουμε αυτό με Μ� Ν. 
 Έστω : M Nϕ →  ένας ομομορφισμός R-προτύπων. Παρατηρούμε 
ότι (0 ) 0M Nϕ =  αφού (0 ) (0 0 ) (0 ) (0 ).M M M M Mϕ ϕ ϕ ϕ= + = +  Από τώρα 
και στο εξής θα παραλείπουμε τους δείκτες από 0 ,0M N  και θα γράφουμε 
απλά 0. Ο πυρήνας kerϕ  του ϕ  είναι το σύνολο 

ker { | ( ) 0}a M aϕ ϕ= ∈ = . 
Το kerϕ  είναι υποομάδα του M , γιατί ϕ  είναι ομομορφισμός ομάδων.  
Επιπλέον είναι R-υποπρότυπο του Μ  γιατί για κάθε r R∈  και kera ϕ∈  
έχουμε  

( ) 0 ( ) 0a r aϕ ϕ= ⇒ = ⇒ ( ) 0 kerra raϕ ϕ= ⇒ ∈ . 
Εύκολα βλέπουμε ότι  η εικόνα Imϕ  του φ είναι R-υποπρότυπο του Ν. 
 
1.2.3  Πρόταση  Έστω : M Nϕ → ομομορφισμός R-προτύπων. Τότε  

• ker f M≤  και Im f N≤  
• ο φ είναι μονομορφισμός αν και μόνο αν ker {0}ϕ = . 

Απόδειξη  Αν ο ϕ  είναι μονομορφισμός και kerm ϕ∈ , τότε από 
( ) 0 (0)mϕ ϕ= =  παίρνουμε 0m = . Αντίστροφα, έστω ker {0}ϕ =  και 

,  Τότε □ /( ) ( )m mϕ ϕ= /, .m m M∈ / /( ) 0 0m m m m m mϕ − = ⇒ − = ⇒ = / .
 
1.2.4 Παρατήρηση Αν : M Nϕ → είναι ομομορφισμός R-προτύπων και 
L N≤ , τότε το σύνολο { }1( ) ( )L m M m Lϕ ϕ− = ∈ ∈  είναι ένα υποπρότυ-
πο του M  που περιέχει το kerϕ . 
Πράγματι, από 0 L∈  έχουμε 1ker ( )Lϕ ϕ−⊆ . Αν , τότε 1, (a b Lϕ−∈ )

L( ), ( )a bϕ ϕ ∈  και άρα ( ) ( ) ( )a b a b Lϕ ϕ ϕ− = − ∈ . Συνεπώς 
. Επίσης από 1( )a b Lϕ−− ∈ ( ) ( )ra r a Lϕ ϕ= ∈  έπεται ότι . 1( )ra Lϕ−∈

 
 Έστω Μ ένα R-πρότυπο και N M≤ . Θεωρώντας τα ,M N  ως αβε-
λιανές ομάδες, ξέρουμε ότι το πηλίκο  

{ | }M N a N a M= + ∈  
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είναι αβελιανή ομάδα με πρόσθεση ( ) ( ) ( )a N b N a b N+ + + = + + . Η 
M N  γίνεται R-πρότυπο με εξωτερικό πολλαπλασιασμό 
                        , ( , ) ( )R M N M N r a N r a N ra N× → + + = +6 . 
Η απεικόνιση αυτή είναι καλά ορισμένη γιατί  αν a N a N′+ = + , τότε 

( )a a N ra ra r a a N ra N ra N′ ′− ∈ ⇒ − = − ∈ ⇒ + = ∈′ . 
Τώρα η επαλήθευση των ιδιοτήτων του Ορισμού 1.1.1 είναι άμεση. Το R-
πρότυπο M N  ονομάζεται το -πρότυπο πηλίκο του R M  modulo  Η 
απεικόνιση 

.N
, ,M M N m m N→ 6 +  είναι ένας επιμορφισμός προτύπων 

που θα ονομάζουμε φυσικό επιμορφισμό ή φυσική προβολή. 
 
1.2.5 Πρόταση Έστω Μ ένα R-πρότυπο και N M≤ . Τότε κάθε υποπρό-
τυπο του M N  είναι της μορφής L N , όπου N L M≤ ≤ . 
Απόδειξη Αν : M M Nϕ →  είναι ο φυσικός επιμορφισμός και 
A M N≤ , τότε από την Παρατήρηση 1.2.4, το 1( )Aϕ−  είναι ένα υποπρό-
τυπο του M  που περιέχει το ker Nϕ = . Ισχύει 1( ( )) .A Aϕ ϕ− =   ,
  
 Κατ’ αναλογία με τους διανυσματικούς χώρους, τις αβελιανές ομάδες 
και τα ιδεώδη, υπάρχουν και εδώ θεωρήματα ισομορφισμών.  Χρειαζό-
μαστε έναν ορισμό. Έστω Μ ένα R-πρότυπο και Α, Β υποπρότυπα του Μ. 
Με A B+ συμβολίζουμε το υποπρότυπο του Μ που παράγεται από το υ-
ποσύνολο A B∪ . Φυσικά ισχύει A B+ =  { | ,a b M a A b B}+ ∈ ∈ ∈ . Πα-
ρατηρούμε ότι A A B≤ +  και B A B≤ + . 
 
Παράδειγμα Αν  και ,m n∈N ( , ) ,m n dμκδ =  τότε m n d+ =Z Z �Z .  
Πράγματι, επειδή d m  έχουμε . Όμοια  και άρα 

. Επειδή 
m⊆Z �Zd dn⊆Z �Z

m n d+ ⊆Z Z �Z ( , )m n dμκδ = , υπάρχουν  με 
. Άρα d m  και συνεπώς . 

,x y∈Z
d xm yn= + n n∈ +Z Z d m⊆ +Z Z Z
 
1.2.7  Θεώρημα  (Θεωρήματα Ισομορφισμών Προτύπων) 
1ο.  Έστω : M Nϕ → ένας ομομορφισμός R-προτύπων. Τότε η απεικόνιση  

: ker ker ( ) ImM m mϕ ϕ ϕ ϕ ϕ∋ + ∈6  
είναι ισομορφισμός R-προτύπων. 
2ο. Έστω ότι ,A B  είναι R-υποπρότυπα του R-προτύπου Μ . Τότε υπάρχει 
ισομορφισμός R-προτύπων  

( )A B A+ � B A B∩ . 
3ο.  Έστω C B A≤ ≤  R-πρότυπα. Τότε υπάρχει ισομορφισμός R-προτύπων  

( ) ( )A C B C � A B . 
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Απόδειξη 1. Η ϕ  είναι καλά ορισμένη γιατί αν /ker kerm mϕ ϕ+ = + , 
τότε  Η / / /ker ( ) 0 ( ) ( ).m m m m m mϕ ϕ ϕ ϕ− ∈ ⇒ − = ⇒ = ϕ  είναι ομο-
μορφισμός -προτύπων γιατί αν R /, ,m m M r R∈ ∈  έχουμε 

        
( )

( )

/ /

/ / /

( ker ) ( ker ) ( ker )

( ) ( ) ( ) ker ( ker

m m m m

m m m m m m

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

)ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

+ + + = + + =

+ = + = + + + ϕ
 

και  

        
( )( ker ) ( ker ) ( )
( ) ( ker ).
r m rm rm

r m r m
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

+ = + =

= +

=
 

Η ϕ  είναι 1-1 γιατί αν /( ker ) ( kerm m )ϕ ϕ ϕ ϕ+ = + , τότε , 
οπότε 

/( ) ( )m mϕ ϕ=
/ kerm m ϕ− ∈ , δηλαδή /ker ker .m mϕ ϕ+ = +  Τέλος, είναι σαφές 

από τον ορισμό ότι η ϕ  είναι  επί. 
2. Η απεικόνιση  

: ( ) / , ( )B A B A b b Aϕ ϕ→ + = +  
είναι επιμορφισμός  R-προτύπων και { }ker | 0b B b A A Bϕ = ∈ + = = ∩ . 
Άρα από το 1ο Θεώρημα Ισομορφισμών Προτύπων προκύπτει 
B A B∩ � ( )A B A+ . 
3. Εφόσον C  η απεικόνιση B⊆

: , ( )A C A B a C a Bϕ ϕ→ + = +  
είναι ένας καλά ορισμένος επιμορφισμός R-προτύπων. Ισχύει 

 {ker |a Cϕ = + }a B B B C+ = = . Από το 1ο  Θεώρημα Ισομορφισμών 
R-προτύπων προκύπτει το ζητούμενο. □                                                            
  
 Έστω Μ ένα  R-πρότυπο. Το σύνολο  
                             { |Ann M r R rm= ∈ = 0  για κάθε }m M∈  
είναι ιδεώδες του R. Πράγματι, (i) Ann M ≠ ∅  αφού 0 Ann M∈ , (ii) 

 για κάθε ,r s Ann M∈ ⇒ ( )r s m rm sm+ = + = 0 m M∈  και άρα 
, και (iii) r s Ann M+ ∈ ,x R∈  ( ) ( ) 0r Ann M xr m x rm∈ ⇒ = =  για κάθε 

 και άρα m M∈ xr Ann M∈ . Το ιδεώδες Ann M ονομάζεται ο μηδενι-
στής (ή η τάξη) του Μ.   Για παράδειγμα, αν το V  είναι ένας μη τε-
τριμμένος -διανυσματικός χώρος, τότε k { }Ann 0V =

Z
. Για το Z -πρότυπο 

 ισχύει . Για το -πρότυπο  ισχύει nZ Ann n n=Z nZ nZ { }Ann [0] .n =Z  
 Αν , θέτουμε m M∈ ( ) { | 0}Ann m r R rm= ∈ = . Το ( )Ann m  είναι 
ιδεώδες του  που ονομάζεται ο μηδενιστής (ή η τάξη) του . Παρα-
τηρούμε ότι . Σημειώνουμε ότι αν ο  δεν είναι με-

R m
( )

m M

AnnM Ann m
∈

= ∩ R
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ταθετικός, ενδέχεται να ισχύει ( ) (( ))Ann m Ann m≠ , όπου (( ))Ann m  είναι 
ο μηδενιστής του κυκλικού προτύπου ( , βλ. Άσκηση 4. )m
 Η επόμενη πρόταση μας πληροφορεί ότι πάνω από μεταθετικούς δα-
κτυλίους, κυκλικά πρότυπα καθορίζονται από τους μηδενιστές τους. 
 
1.2.8 Πρόταση  Έστω  ένας μεταθετικός δακτύλιος και R M  ένα -
πρότυπο. Τότε το 

R
M  είναι κυκλικό αν και μόνο αν M R AnnM� . Επι-

πλέον, δυο κυκλικά -πρότυπα R ,M N  είναι ισόμορφα αν και μόνο αν 
.AnnM AnnN=  

Απόδειξη Έστω ότι το M  είναι κυκλικό, ( )M m= . Η απεικόνιση 
,R M r rm→ 6  είναι ένας επιμομορφισμός -προτύπων και ο πυρήνας 

είναι το 
R

{ 0}r R rm Ann m∈ = = ( )  που ισούται με το AnnM  (γιατί ο  
είναι μεταθετικός). Από το  1

R
ο Θεώρημα Ισομορφισμών Προτύπων υπάρ-

χει ισομορφισμος προτύπων R AnnM M� . Αντίστροφα, αν 
M R AnnM� , τότε το M  είναι κυκλικό αφού το R AnnM  παράγεται 
από το στοιχείο 1 .AnnM+  
 Έστω ότι τα πρότυπα ,M N  είναι κυκλικά. Αν AnnM AnnM= , τότε 

.M R AnnM R AnnN N=� �  Αντίστροφα, αν M N� , τότε έχουμε 
AnnM AnnN=  σύμφωνα με την Άσκηση 1.  □ 
 
 

Ασκήσεις 1.2 
1. Αν τα -πρότυπα R ,M N  είναι ισόμορφα, τότε AnnM AnnN= . Αλη-

θεύει το αντίστροφο; 
2. Δείξτε ότι αν :f M N→  ένας ομομορφισμός  προτύπων, όπου το R

M είναι κυκλικό, ( )M m= , τότε ο f  καθορίζεται από την εικόνα 
( ).f m  Να βρεθούν οι ομομορφισμοί -προτύπων , οι 

ισoμομορφισμοί -προτύπων , οι ομομορφισμοί -
προτύπων . 

→
→ Z

n →Z Z
3. Έστω  μια περιοχή R r R∈ , 0,r ≠  και n∈` . 

a. Δείξτε ότι η απεικόνιση ,n ,nR Rr x xr→ 6  είναι επιμορφι-
σμός -προτύπων. R

b. Δείξτε ότι υπάρχει ισομορφισμός -προτύπων R
1n nR Rr Rr Rr +� . 
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4. Έστω 2 ( )M R  ο δακτύλιος των 2 2×  πινάκων με στοιχεία από ένα 
δακτύλιο  . Η αβελιανή ομάδα R 2 1( )M M R×= είναι 2 ( )M R -πρότυπο 

(βλ. Παράδειγμα 1.1.2 8). Έστω . 
1
0

m ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

a. Δείξτε ότι ( )M m= . 
b. Δείξτε ότι 0AnnM =  και ( ) 0Ann m ≠ . 

5. Έστω : M Mϕ →  ένας ομομορφισμός -προτύπων. Δείξτε ότι R
2ker Im Im ImM ϕ ϕ ϕ= + ⇔ = ϕ  (όπου με 2ϕ  συμβολίζουμε τη 

σύνθεση ϕ ϕD ). 
6. Έστω M  ένα -πρότυπο και R , , .A B C M≤  

a. Δείξτε ότι ( )A B C A B A C∩ + ⊇ ∩ + ∩  

b. Αληθεύει ότι ( )A B C A B A C∩ + = ∩ + ∩ ; 

c. Δείξτε ότι αν C A≤ , τότε ( )A B C A B C∩ + = ∩ + . 
7. Έστω M  ένα -πρότυπο. R

a. Έστω  τέτοιο ώστε το  και το N M≤ N M N  είναι πεπερα-
σμένα παραγόμενα. Δείξτε ότι το M  είναι πεπερασμένα πα-
ραγόμενο.  

b. Έστω  Δείξτε ότι αν τα ,L N M≤ . ,L N L N+ ∩ είναι πεπερα-
σμένα παραγόμενα, τότε και τα  είναι πεπερασμένα πα-
ραγόμενα.  

,L N

8. Έστω  ιδεώδες του .  Αν I R M είναι ένα -πρότυπο, ορίζουμε 
ως το υποπρότυπο του 

R
IM M που παράγεται από το σύνολο 

.  Τότε το { | ,am a I m M∈ ∈ } M IM  είναι R I -προτύπου με εξωτε-
ρικό πολλαπλασιασμό που ορίζεται από ( ) ( )r I m IM rm IM+ + = + . 

9. Έστω p  πρώτος αριθμός και M  μια πεπερασμένη αβελιανή ομάδα 
τέτοια ώστε  για κάθε 0pm = m M∈ . Δείξτε ότι η M  είναι -

διανυσματικός χώρος και 
pZ

nM p= .  
10. Έστω M  ένα ανάγωγο -πρότυπο (βλ. Άσκηση 1.1.8). Δείξτε ότι 

κάθε μη μηδενικός ομομορφισμός -προτύπων 
R

R M M→  είναι ισο-
μορφισμός. 

11. Έστω  ένα σώμα και V  ένας -διανυσματικός  χώρος  με 
. 

k k
dimV n= < ∞

a. Αν U , δείξτε ότι V≤ dim dim dim .V V U
U

= −  
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b. Αν , δείξτε χρησιμοποιώντας το 2,U W V≤ ο Θεώρημα Ισο-
μορφισμών Προτύπων ότι 

 dim( ) dim dim dim .U W U W U W+ = + − ∩
 
 
 

1.3  Αθροίσματα Προτύπων 
 

Αν 1,..., nM M  είναι -πρότυπα, τότε το σύνολο των διατεταγμένων n-
άδων 

R

1 1... {( ,..., ) , 1,..., }n n i iM M x x x M i× × = ∈ = n

n

, είναι ένα R-πρότυπο 
με πρόσθεση και εξωτερικό πολλαπλασιασμό που ορίζονται αντίστοιχα 
από τις σχέσεις  

/ / / /
1 1 1 1( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., ),n n nx x x x x x x x+ = + +  

1 1( ,..., ) ( ,..., )n nr x x rx rx= . 
Θα το ονομάζουμε το εξωτερικό ευθύ άθροισμα των 1,..., .nM M   
  Έστω M  ένα -πρότυπο και R 1,..., nM M   υποπρότυπα του Μ. Θα 
λέμε ότι το Μ είναι το εσωτερικό ευθύ άθροισμα των 1,..., nM M  αν κάθε 

γράφεται κατά μοναδικό τρόπο ως άθροισμα της μορφής 
, με  για κάθε 

m M∈
1 nm m m= + +" im M∈ i n1,..., .i =  Στην περίπτωση αυτή 

θα γράφουμε 1 ... nM M M= ⊕ ⊕ . 
 Παρατηρούμε ότι αν M  είναι ένα -πρότυπο και R 1,..., nM M   υπο-
πρότυπα του Μ, τότε το εξωτερικό ευθύ άθροισμα των 1,..., nM M  ορίζε-
ται, αλλά το εσωτερικό ευθύ άθροισμα των 1,..., nM M  ενδέχεται να μην 
ορίζεται. Η επόμενη πρόταση παρέχει ένα κριτήριο για το εσωτερικό ευ-
θύ άθροισμα. 

 Αν 1,..., nM M  είναι υποπρότυπα ενός  R-προτύπου Μ, με  
1

n

i
i

M
=
∑  ή 

1 ... nM M+ +  συμβολίζουμε το R-υποπρότυπο του Μ που παράγεται από 
το σύνολο 1 ... .nM M∪ ∪  Παρατηρούμε ότι  

{ }1
1

... , 1,...,
n

i n i i
i

M m m m M i
=

= + + ∈ =∑ n . 

 
1.3.1  Πρόταση  Έστω 1,..., nM M  υποπρότυπα ενός  R-προτύπου Μ. Τότε 

1 ... nM M= ⊕ ⊕M  αν και μόνο αν  
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(i) 
1

n

i
i

M M
=

= ∑  και 

(ii) για κάθε ,  1,...,i n= 0.i j
j i

M M
≠

∩ =∑  

Απόδειξη  Αν  και  με 
, τότε  

m M∈ / /
1 1... ...n nm m m m m= + + = + +

/,i im m M∈ i

j
/ /( )i i i j j

j i j i

M m m m m M
≠ ≠

∋ − = − ∈∑ ∑ . 

Τώρα αν ισχύει η συνθήκη (ii) παίρνουμε . Συνεπώς, αν ισχύουν 
οι συνθήκες της πρότασης, έχουμε 

/
im m= i

1 ... nM M M= ⊕ ⊕ .  Αντίστροφα, αν 
κάθε έχει μοναδική γραφή της μορφής m M∈ 1 ... nm m m= + + , , 
τότε ισχύει προφανώς η συνθήκη (i).  Αλλά και η συνθήκη (ii) ισχύει, 
γιατί αν , θα είχαμε μια ισότητα της μορφής 

όπου  και 

i im M∈

0i j
j i

M M
≠

∩ ≠∑
,i

j i

m m
≠

=∑ j , 1,..., ,t tm M t n∈ = 0im ≠ . Δηλαδή θα είχαμε δύο 

διαφορετικές παραστάσεις για το . □ im
 
 Έστω ότι M είναι ένα -πρότυπο τέτοιο ώστε R 1 2M M M= ⊕ . Επει-
δή κάθε  γράφεται μοναδικά στη μορφή m M∈ 1 2,m m m= +  , η 
απεικόνιση 

i im M∈

1, 1M M m m→ 6  είναι καλά ορισμένη. Είναι επιμορφισμός 
προτύπων με πυρήνα το 2M . Από το 1ο Θεώρημα Ισομορφισμών Προτύ-
πων έχουμε 2 1M M M� . Με όμοιο τρόπο αποδεικνύεται η εξής πρόταση 
της οποίας η απόδειξη αφήνεται ως άσκηση. 
 
1.3.2 Πρόταση Αν 1 ... nM M= ⊕ ⊕M , τότε για κάθε i  

m
1 ... ...i

i n

MM
M M M+ + + +

� , 

όπου miM  σημαίνει ότι παραλείπεται ο όρος iM . 
 
Παρατήρηση στο συμβολισμό 
Έστω ότι 1,..., nM M  είναι -πρότυπα και R 1 ... .nM M M= × ×  Θέτοντας 

1
{(0 ,..., ,...,0 ) }

n
i M i M i iM m M m= ∈ M∈ , όπου το  βρίσκεται στην  

συντεταγμένη, εύκολα αποδεικνύεται ότι 
im i

1 ... nM M= ⊕ ⊕M  και επιπλέον 

για κάθε i  έχουμε .i iM M�  Δηλαδή, το εσωτερικό ευθύ άθροισμα 
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1 ... nM M⊕ ⊕  είναι ίσο με το εξωτερικό ευθύ άθροισμα 1 ... nM M× ×  και 

για κάθε i  έχουμε .i iM M�  Λαμβάνοντας υπόψη την παρατήρηση αυτή, 
από τώρα και στο εξής θα χρησιμοποιούμε το συμβολισμό 1 ... nM M⊕ ⊕  
και για το εξωτερικό ευθύ άθροισμα 1 ... nM M× ×  (που ορίζεται πάντοτε) 
και για το εσωτερικό ευθύ άθροισμα (όταν ορίζεται). Από τα συμφραζό-
μενα μιας διατύπωσης θα είναι σαφές ποια περίπτωση ισχύει.  
 
1.3.3 Παραδείγματα 
1. Έστω  δυο θετικοί ακέραιοι με ,m n ( , ) 1.m nμκδ =  Τότε υπάρχει ισο-

μορφισμός Z -προτύπων  .mn m n⊕�Z Z Z  
Πράγματι, ορίζουμε την αντιστοιχία  

( ): , [ ] [ ] ,[ ]mn m n mn m nf a a a→ ⊕ 6Z Z Z  
και παρατηρούμε ότι αυτή είναι απεικόνιση γιατί αν [ ] , τό-
τε το  διαιρεί το 

[ ]mn mna b=

mn ,a b− mn a b− , και επομένως m a b−  και 

n a b− m, δηλαδή [ ]  και [ ][ ]ma b= [ ]n ma b= . Η f  είναι ομομορφισμός 
-προτύπων αφού για κάθε [ ]Z ,[ ] ,mn mn mna b r∈ ∈Z Z  έχουμε  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

[ ] [ ] [ ] [ ] ,[ ]

[ ] ,[ ] [ ] ,[ ] [ ] [ ]
mn mn mn m n

m n m n mn mn

f a b f a b a b a b

a a b b f a f b

+ = + = + +

+ = +

=
 

και 
( ) ( ) ( ) ( ) ([ ] [ ] [ ] ,[ ] [ ] ,[ ] [ ] .mn mn m n m n mnf r a f ra ra ra r a a rf a= = = = )  

Παρατηρούμε ότι ο ομομορφισμός f  είναι 1-1 γιατί αν [ ] , 
τότε  

kermna f∈

( ) ( )[ ] [0] ,[0] [ ] [0] , [ ] [0]mn m n m m n nf a a a= ⇒ = =  και άρα m a  

και n a . Επειδή ( , ) 1m nμκδ = , παίρνουμε mn a , δηλαδή 

 και συνεπώς [ ] [0]mn mna = { }ker [0] .mnf =  Επειδή τα πεπερασμένα 
σύνολα  έχουν το αυτό πλήθος στοιχείων και η απεικό-
νιση  είναι 1-1, συμπεραίνουμε ότι η 

,mn m n⊕Z Z Z
: mn m nf → ⊕Z Z Z f  είναι και 

επί. Τελικά η f  είναι ισομορφισμός -προτύπων. Z
Σημείωση. Με μια εύκολη επαγωγή αποδεικνύεται ότι για κάθε 

υπάρχει ισομορφισμός -προτύπων n∈N Z
1

1
...n nk

k
n p p

⊕ ⊕�Z Z Z  

όπου  είναι η ανάλυση του  σε γινόμενο πρώτων 
(  είναι διακεκριμένοι πρώτοι αριθμοί). 

1
1 ... knn

kn p p= n

1,..., kp p
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2. Έστω M  ένα -πρότυπο και R :f M M→ ένας ομομορφισμός -
προτύπων τέτοιος ώστε 

R
2f f= , όπου με 2f  συμβολίζουμε τη σύν-

θεση f fD . Τότε ker Im .M f f= ⊕  
Πράγματι, έστω . Γράφοντας m M∈ ( ( )) (m m f m f m)= − +  παρατη-
ρούμε ότι , γιατί ( ) kerm f m f− ∈ 2( ( )) ( ) ( )f m f m f m f m− = −  , 
και συνεπώς 

0=
ker ImM f⊆ + f . Άρα έχουμε ker Im .M f f= +  Αν 

, τότε αφενός ker Ima f∈ ∩ f ( ) 0f a =  και αφετέρου ( )a f b=  για 
κάποιο .b M∈  Άρα 20 ( ) ( ) ( )f a f b f b a= = = = , δηλαδή 
ker Imf f∩ =0. Από την Πρόταση 1.3.1 προκύπτει το ζητούμενο. 

 
 Ας δούμε τώρα συνοπτικά τη σχέση αθροισμάτων προτύπων με πε-
περασμένα παραγόμενα πρότυπα. 
 
1.3.4 Πρόταση Έστω M  ένα R-πρότυπο και 1,.., nM M M≤ . 
(i) Αν 1 ... nM M M= + +  και κάθε iM  είναι πεπερασμένα παραγόμενο, 

τότε το Μ είναι πεπερασμένα παραγόμενο. 
(ii) Αν το Μ είναι πεπερασμένα παραγόμενο και N M≤ , τότε  το M N  

είναι πεπερασμένα παραγόμενο. 
(iii)Αν 1 ... kM M= ⊕ ⊕M  και το M είναι πεπερασμένα παραγόμενο, τότε 

κάθε iM  είναι πεπερασμένα παραγόμενο. 
Απόδειξη (i) Έστω ότι το iM  παράγεται από το πεπερασμένο σύνολο  

iX ,  Τότε το Μ παράγεται από το σύνολο 1,..., .i = n 1 ... nX X∪ ∪  που εί-
ναι πεπερασμένο. 
(ii) Αν το Μ παράγεται από τα στοιχεία 1,..., sm m , τότε το M N  παράγε-
ται από τα στοιχεία  1 ,..., .sm N m N+ +
(iii) Αυτό έπεται άμεσα από το (ii) και την Πρόταση 1.3.2.       □ 
 
 Ένα υποπρότυπο 1M  του M  λέγεται ευθύς προσθετέος του M  αν 
υπάρχει 2M M≤  τέτοιο ώστε 1 2M M M= ⊕ .  Στην προηγούμενη πρό-
ταση είδαμε ότι κάθε ευθύς προσθετέος πεπερασμένα παραγόμενου προ-
τύπου είναι πεπερασμένα παραγόμενο πρότυπο. Επισημαίνουμε ότι τυ-
χαίο υποπρότυπο πεπερασμένα παραγόμενου προτύπου δεν είναι ανα-
γκαστικά πεπερασμένα παραγόμενο. Ακολουθεί σχετικό παράδειγμα. 
 
Παράδειγμα Έστω  ο δακτύλιος των συναρτήσεων  με πρό-
σθεση και πολλαπλασιασμό που ορίζονται από τις σχέσεις  

R →R R
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( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( ),

f g x f x g x
fg x f x g x
+ = +

=
 

όπου . Ως -πρότυπο, το  είναι πεπερασμένα παραγό-
μενο (πχ από τη συνάρτηση , η οποία είναι το μοναδιαίο 
στοιχείο του δακτυλίου ).  Θεωρούμε το σύνολο  

, ,f g R x∈ ∈R R R
, x→ 6R R 1

R
{ }: , ( ) 0 [ , ]I f n f x x= → ∃ ∈ = ∀ ∉ −R R N n n

]

, 

δηλαδή το σύνολο των συναρτήσεων  που είναι μηδέν στο συ-
μπλήρωμα κάποιου κλειστού διαστήματος της μορφής 

→R R
[ ,n n− . Είναι σα-

φές ότι το  είναι ένα -υποπρότυπο του I R .R  Θα δείξουμε ότι το  δεν 
είναι πεπερασμένα παραγόμενο. 

I

Έστω ότι το  είναι πεπερασμένα παραγόμενο, I 1( ,..., )kI f f= .  Τότε κά-
θε στοιχείο του  γράφεται ως I 1 1 ... ,k kg f g f+ + όπου .ig R∈  Υπάρχουν 

 με in ∈N ( ) 0 [ , ]i i ix x n n= ∀ ∉ − 1,..., .i k, f =  Επιλέγοντας { }max in n= , 
βλέπουμε ότι κάθε if  είναι μηδέν στο συμπλήρωμα του διαστήματος 

 και άρα η συνάρτηση  [ ,n n− ] 1 1 ... k kg f g f+ +  έχει την ιδιότητα αυτή. Συ-
νεπώς  κάθε συνάρτηση στο  είναι μηδέν στο συμπλήρωμα του διαστή-
ματος [ , .  Όμως, η συνάρτηση  

I
]n n−

0, [ ( 1), 1]
,

1, [ ( 1), 1]
x n n

x
x n n
∉ − + +⎧

→ ⎨ ∈ − + +⎩
6R R  

ανήκει στο  αλλά δεν είναι μηδέν στο συμπλήρωμα του διαστήματος 
, πράγμα άτοπο. 

I
[ ,n n− ]
 
 

Ασκήσεις 1.3 
1. Έστω M  ένα -πρότυπο και R 1 2,M M M≤  τέτοια ώστε 

1 2M M M= ⊕ . Δείξτε ότι αν το M είναι κυκλικό, τότε  τα iM  είναι 
κυκλικά. Δείξτε με παράδειγμα ότι το αντίστροφο δεν ισχύει. 

2. Θεωρούμε το δακτύλιο { }[ 2] 2 ,a b a b= + ∈ ∈\Z Z (με τις συνή-

θεις πράξεις πραγματικών αριθμών). 
a. Αποδείξτε ότι υπάρχει ισομορφισμός -προτύπων Z

[ 2] ⊕�Z Z Z , αλλά δεν υπάρχει ισομορφισμός δακτυλίων 
[ 2]→ ⊕Z Z Z . 

b. Βρείτε -υποπρότυπα Z , [M N ≤ Z 2]  τέτοια ώστε 
[ 2] ,M N= ⊕Z  M � Z ,  και N � Z ,M N ≠ Z . 



Πρότυπα 19 

3. Έστω  μια περιοχή. Δείξτε ότι δεν υπάρχουν μη μηδενικά ιδεώδη R
,I J  του  τέτοια ώστε R R I J= ⊕ .  

4. Αποδείξτε ότι υπάρχει ισoμορφισμός R-προτύπων 
2 ( )M R R R R R⊕ ⊕ ⊕� , όπου 2 ( )M R  είναι το R-πρότυπο των 
πινάκων με στοιχεία από το R. 2 2×

5. Έστω , , ,A B C D  -πρότυπα. Δείξτε ότι αν R A C�  και , τότε B D�
A B C D⊕ ⊕� .  

6. Έστω M  ένα -πρότυπο, R r R∈  ένα αντιστρέψιμο στοιχείο και 
: M Mϕ →  ένας ομομορφισμός -προτύπων για τον οποίο ισχύει R
2 rϕ ϕ= .  Αποδείξτε ότι ker ImM ϕ ϕ= ⊕ . 

7. Θεωρούμε τη γραμμική απεικόνιση  που, ως προς τη συ-

νήθη βάση του , έχει πίνακα τον . Αποδείξτε ότι 

3:ϕ →\ \3

⎟
⎟

3\
5 10 5
2 6 2

1 2 9

−⎛ ⎞
⎜−⎜
⎜ ⎟
⎝ ⎠

3 ker Imϕ ϕ= ⊕\  με δυο διαφορετικούς τρόπους  α) χρησιμοποιώ-
ντας την προηγούμενη άσκηση β) χρησιμοποιώντας την έννοια των 
διαγωνίσιμων πινάκων από τη Γραμμική Άλγεβρα. 

8. Έστω  ένας μεταθετικός δακτύλιος και R M ένα -πρότυπο. Αν 
, θέτουμε 

R
r R∈ { }, {rrM rm m M M m M rm= ∈ = ∈ = 0}.  

a. Δείξτε ότι , rM M≤ rM M≤  και rM M rM� . 
b. Αν  1 2,M M M≤  με 1 2M M M= ⊕ , δείξτε ότι 

 και 1 2rM rM rM= ⊕ ( ) ( )1 2r r r
M M M= ⊕ . 

c. Έστω  και  δυο ακέραιοι τέτοιοι ώστε R =Z ,a b
( , ) 1a bμκδ = . Αν M  είναι ένα -πρότυπο τέτοιο ώστε 

δείξτε ότι 
Z

0,abM = a bM M M= ⊕ . 
9. Έστω M  ένα -πρότυπο και R 1 2,M M M≤  τέτοια ώστε 

1 .2M M M= ⊕  Αν  με N M≤ 1M N⊆ , δείξτε ότι 
. 1 2( )N M N M= ⊕ ∩

10. Έστω M  ένα -πρότυπο και R 1,..., nM M M≤  τέτοια ώστε 

1 ... .kM M= ⊕ ⊕M k Έστω 1 1,..., kN M N M≤ ≤  και 1 ... .kN N N= + +  
Αποδείξτε τα εξής. 

a.  1 ... .kN N N= ⊕ ⊕
b. 1( ) ... ( )kM N M Mπ π= ⊕ ⊕ , όπου : M M Nπ →  είναι ο φυ-

σικός επιμορφισμός. 
c. 1 1 ... k kM N M N M N⊕ ⊕� . 
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11. Έστω  δυο k - διανυσματικοί χώροι, όπου το k είναι σώμα, και ,U V
:U Uα → , :V Vβ →  γραμμικές απεικονίσεις. Θεωρούμε τα  

ως -πρότυπα (Παράδειγμα 1.1.2 6). Δείξτε ότι U  ως -
πρότυπα αν και μόνο αν υπάρχει ισομορφισμός διανυσματικών χώ-
ρων 

,U V
[ ]k x V� [ ]k x

:U Vϕ →  τέτοιος ώστε 1α ϕ βϕ−= . 
12. Έστω 1( )nM M R×=  η αβελιανή ομάδα των 1n×  πινάκων με στοιχεία 

από το δακτύλιο .R  Με τον πολλαπλασιασμό πινάκων, το M  είναι 
ένα ( )nM R -πρότυπο (βλ. Παράδειγμα 1.1.2 8). Δείξτε ότι υπάρχει ι-
σομορφισμός ( )nM R -προτύπων ( ) ...nM R M M⊕ ⊕�  (  φορές). n

13. Εξετάστε αν η ακόλουθη πρόταση είναι σωστή. Έστω M  ένα -
πρότυπο και 

R
1,..., nM M M≤  τέτοια ώστε 1 ... .nM M M= + +  Ισχύει 

1 ... nM M M= ⊕ ⊕  αν 

  
( )

( )

1 2

1 2 3

1 1

0
0

... 0.n n

M M
M M M

M M M−

∩ =

+ ∩ =

+ + ∩ =

#
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