
 
 
 

Κεφάλαιο 0 

Μεταθετικοί ∆ακτύλιοι, Ιδεώδη 
 
 Το κεφάλαιο αυτό έχει προπαρασκευαστικό χαρακτήρα. Θα καθιερώσουµε 
συµβολισµούς και θα υπενθυµίσουµε ορισµούς και στοιχειώδεις προτάσεις για δα-
κτύλιους και ιδεώδη που είναι γνωστά από το µάθηµα Βασική Άλγεβρα. Θα περιο-
ριστούµε στα πλέον απαραίτητα για την ύλη που ακολουθεί. 
 
0.1 Συµβολισµοί 

 Με {..., 1, 0,1, ...}= −Z  και {0,1, ...}=`  συµβολίζουµε το σύνολο των ακε-

ραίων αριθµών και το σύνολο των µη αρνητικών ακεραίων αριθµών αντίστοιχα. 

Το σύνολο των ρητών αριθµών είναι 
⎭
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⎧ ≠∈= 0,,| nnm

n
m

Ÿ– , το σύνολο των 

πραγµατικών αριθµών συµβολίζεται µε — , ενώ το σύνολο των µιγαδικών αριθµών 

είναι { }—¬ ∈+= babia ,| , όπου 12 −=i . Για σύνολα Α και Β, χρησιµοποιούµε το 

συµβολισµό BA⊆  για να δηλώσουµε ότι το Α είναι υποσύνολο του Β, ενώ ο 

συµβολισµός BA
≠
⊂  σηµαίνει ότι το Α είναι γνήσιο υποσύνολο του Β, δηλαδή 

BA⊆  και BA ≠ . Ο πληθικός αριθµός ενός πεπερασµένου συνόλου Α συµβολίζε-
ται µε #A. Αν BAf →:  είναι συνάρτηση, AC ⊆  και BD ⊆  γράφουµε 

}|)({)( CccfCf ∈=  και })(|{)(1 DafAaDf ∈∈=− . 

 
0.2 ∆ακτύλιοι, Παραδείγµατα 

 ∆ακτύλιος είναι ένα µη κενό σύνολο R εφοδιασµένο µε δύο εσωτερικές πρά-
ξεις, πρόσθεση : R R R+ × →  και πολλαπλασιασµός RRR →×⋅ :  τέτοιες ώστε: α) 
το R ως προς την πρόσθεση είναι αβελιανή οµάδα, β) ισχύουν =⋅⋅ )( 321 rrr )( 21 rr ⋅  
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3r⋅ , ,)( 3121321 rrrrrrr ⋅+⋅=+⋅  3231321 )( rrrrrrr ⋅+⋅=⋅+  για κάθε Rrrr ∈321 ,, , 

και γ) υπάρχει στοιχείο RR ∈1  έτσι ώστε RR rrr 11 ⋅==⋅  για κάθε Rr∈ . 

 Ένας δακτύλιος R καλείται µεταθετικός αν ισχύει 1221 rrrr ⋅=⋅  για κάθε 

Rrr ∈21, . 

 Εφεξής θα γράφουµε 21rr  στη θέση του 21 rr ⋅ . 

 Επειδή στις σηµειώσεις αυτές θα ασχοληθούµε αποκλειστικά µε µεταθετικούς 
δακτυλίους, όταν γράφουµε “δακτύλιο” θα εννοούµε µεταθετικό δακτύλιο. Έτσι για 
παράδειγµα η φράση “έστω R δακτύλιος” σηµαίνει έστω R µεταθετικός δακτύλιος. 
 Τα σύνολα Ÿ , – , —  και ¬  µε τις συνήθεις πράξεις είναι δακτύλιοι. Το σύ-

νολο των “ακεραίων του Gauss”  ¬ŸŸ ⊆∈+= },|{][ babiai  είναι επίσης δακτύ-

λιος µε τις συνήθεις πράξεις. Το σύνολο των κλάσεων υπολοίπων modulo n 
)( Õ∈n , ]}1[],...,1[],0{[ −= nnŸ , είναι δακτύλιος µε πράξεις ][][][ baba +=+  και 

][]][[ abba =  όπως θυµόσαστε από το µάθηµα Βασική Άλγεβρα. 

 
0.2.1  Παράδειγµα (Τυπικές δυναµοσειρές) Έστω R ένας δακτύλιος. Θεωρούµε το 

σύνολο ÕR  των άπειρων ακολουθιών ,...),...,,()( 10 nii rrrr =∈Õ  όπου Rri ∈  για κάθε 

Õ∈i . Ορίζουµε την πρόσθεση και τον πολλαπλασιασµό 

ÕÕÕ ∈∈∈ +=+ iiijjii srsr )()()(  

ÕÕÕ ∈∈∈ = kkjjii tsr )()()( , 

όπου 

∑
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−− =+++=
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i
ikikkkk srsrsrsrt

0
0110 "  

για κάθε Õ∈k . Ως προς αυτές τις πράξεις το ÕR  είναι δακτύλιος µε 
,...)0,1(1 RRR

=Õ  και ,...)0,0(0 RRR
=Õ , όπου R0  είναι το µηδενικό στοιχείο του R. 

Συνήθως συµβολίζουµε το στοιχείο ,...),()( 10 rrr ii =∈Õ  µε 
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οπότε οι πράξεις λαµβάνουν τη γνωστή µορφή 
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όπου 0110 srsrsrt kkkk +++= − " . Με αυτόν το συµβολισµό γράφουµε 
ÕRxR =]][[ , και τα στοιχεία του δακτυλίου ]][[xR  ονοµάζονται τυπικές δυναµο-

σειρές. Το σύνολο των τυπικών δυναµοσειρών i
i

i
xr∑

∞

=0
, όπου όλα τα ir  εκτός από 

ένα πεπερασµένο πλήθος είναι ίσα µε το R0  είναι το σύνολο ][xR  των πολυωνύ-

µων µε συντελεστές από το R. 

 Ένα υποσύνολο S ενός δακτυλίου R ονοµάζεται υποδακτύλιος του R αν το S 
είναι δακτύλιος ως προς τις ίδες πράξεις και RS 11 = . Από το προηγούµενο παρά-

δειγµα, ο ][xR  είναι υποδακτύλιος του ]][[xR  για κάθε δακτύλιο R. 

 
0.2.2  Πρόταση  Έστω S υποσύνολο του δακτυλίου R. Τότε ο S είναι υποδακτύλιος 
του R αν και µόνον αν 
 (i) SR ∈1  

(ii) SbaSba ∈−⇒∈,  και Sab∈ . 
 
Απόδειξη. Άσκηση        □ 
 
Έστω R δακτύλιος. Η τοµή (οποιουδήποτε πλήθους) υποδακτυλίων του R είναι 
υποδακτύλιος του R, πράγµα που προκύπτει άµεσα από την προηγούµενη πρότα-
ση. Αν τώρα Α είναι ένα µη κενό υποσύνολο του R, και S υποδακτύλιος του R, µε 

][AS  συµβολίζουµε την τοµή όλων των υποδακτυλίων του R που περιέχουν το S 

και A. Αν το Α είναι πεπερασµένο, },...,{ 1 naaA = , ο δακτύλιος ][AS  συµβολίζεται 

και µε ],...,[ 1 naaS . Με ],...,[ 1 nxxS  συµβολίζουµε το δακτύλιο των πολυωνύµων 

στις µεταβλητές nxx ,...,1  επί του S. 

 
0.2.3  Πρόταση  Έστω ένας R δακτύλιος και S ένας υποδακτύλιος του R. Έστω 

Raa n ⊆},...,{ 1 . Τότε 

]},...,[),...,(|),...,({],...,[ 1111 nnnn xxSxxfRaafaaS ∈∈= . 
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Απόδειξη.  Από την Πρόταση 0.2.2, το σύνολο ∈∈ ),...,(|),...,({ 11 nn xxfRaaf  

]},...,[ 1 nxxS  είναι υποδακτύλιος του R. Επιπλέον περιέχει το σύνολο },...,{ 1 naa . 

Άρα από τον ορισµό έχουµε ∈∈⊆ ),...,(|),...,({],...,[ 111 nnn xxfRaafaaS  

]},...,[ 1 nxxR . Για την άλλη σχέση εγκλεισµού παρατηρούµε ότι ο 

]},...,[),...,(|),...,({ 111 nnn xxSxxfRaaf ∈∈  περιέχεται σε κάθε υποδακτύλιο του R 

που περιέχει το S και το },...,{ 1 naa . Άρα ισχύει η ισότητα.   □ 

 
 Η προηγούµενη πρόταση εξηγεί το συµβολισµό ][iŸ  για τους ακέραιους του 

Gauss. 
 
0.3 Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων, Ιδεώδη 

 Έστω R και S δυο δακτύλιοι και SRφ →:  µια απεικόνιση. Η φ καλείται οµο-

µορφισµός δακτυλίων αν 
  (i) )()()( 212 rφrφrrφ i +=+  για κάθε   Rrr ∈21,  

 (ii) 1 2 1 2( ) ( ) ( )r r r rϕ ϕ ϕ=   για κάθε   Rrr ∈21, , και 

(iii) SRφ 1)1( = . 

 Ένας οµοµορφισµός δακτυλίων SRφ →:  καλείται επιµορφισµός ή µονοµορ-

φισµός αν η φ ως απεικόνιση είναι αντίστοιχα επί ή 11− . Ισοµορφισµός είναι οµο-
µορφισµός που είναι ταυτόχρονα επιµορφισµός και µονοµορφισµός. Αν SRφ →:  

είναι ένας ισοµορφισµός θα λέµε ότι οι δακτύλιοι R  και S  είναι ισόµορφοι και θα 
συµβολίζουµε αυτό µε SR ≅ . Για παράδειγµα, η απεικόνιση nφ ŸŸ →: , 

][)( mmφ = , είναι επιµορφισµός. 

 Έστω SRφ →:  ένας οµοµορφισµός δακτυλίων. Το σύνολο 

}0)(|{ker SrφRrφ =∈=  ονοµάζεται πυρήνας του φ. Η εικόνα του φ είναι 

)(|{Im rφsSsφ =∈=  για κάποιο }Rr∈ . Χρησιµοποιώντας την Πρόταση 0.2.2 

εύκολα αποδεικνύεται ότι το φIm  είναι υποδακτύλιος του S (άσκηση). Επιπλέον 

έχουµε: 
 
0.3.1  Πρόταση  Έστω SRφ →:  ένας οµοµορφισµός δακτυλίων. Τότε 



Μεταθετικοί ∆ακτύλιοι, Ιδεώδη 5 

  (i) ο φ είναι µονοµορφισµός }0{ker =⇔ φ . 

 (ii) o φ είναι επιµορφισµός Sφ =⇔ Im . 

 
Απόδειξη. (i) Έστω φ µονοµορφισµός. Αν φr ker∈  τότε 0)( =rφ  και άρα 

)0()( Rφrφ = . Όµως ο φ είναι µονοµορφισµός σηµαίνει Rr 0= . Αντίστροφα έστω 

}0{ker Rφ = . Αν )()( 21 rφrφ =  µε Rrr ∈21, , τότε Srrφ 0)( 21 =−  και άρα 

φrr ker21 ∈− . Συνεπώς 21 rr = . 

(ii) Προφανές από τους ορισµούς.      □ 
 
 Έστω R ένας δακτύλιος και Ι ένα µη κενό υποσύνολο του R. Το Ι καλείται 
ιδεώδες του R αν i) Iba ∈+  για κάθε Iba ∈,  και ii) Ira∈  για κάθε Rr∈  και 

Ia∈ . Για παράδειγµα, αν SRφ →:  είναι ένας οµοµορφισµός δακτυλίων, τότε ο 

πυρήνας φker  είναι ιδεώδες του R (άσκηση). Ένα ιδεώδες Ι του R λέγεται γνήσιο 

αν RI ≠ . 
 Ένα ιδεώδες του δακτυλίου R λέγεται κύριο αν έχει τη µορφή }|{ RrraI ∈=  

για κάποιο Ia∈ . Στην περίπτωση αυτή θα γράφουµε )(aI =  και θα λέµε ότι το Ι 

παράγεται από το a. 
 Έστω Α ένα υποσύνολο του δακτυλίου R. Το ιδεώδες που παράγεται από το Α 
είναι το ιδεώδες 

1
| 1,2,..., , για κάθε 1,2,...,

m

i i i i
i

r a R m r R a A i m
=

⎧ ⎫
∈ = ∈ ∈ =⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑  

και το συµβολίζουµε )(A . Αν το Α είναι πεπερασµένο },...,{ 1 naaA =  χρησιµοποι-

ούµε και το συµβολισµό ),...,( 1 naa  στη θέση του )(A . 

 Έστω Ι ένα ιδεώδες του δακτυλίου R. Το σύνολο των πλευρικών κλάσεων 
}|{/ RrIrIR ∈+=  έχει τη δοµή δακτυλίου µε τις πράξεις =+++ )()( 21 IrIr  

Irr ++ )( 21 , IrrIrIr +=++ 2121 ))(( . Πράγµατι, το µόνο πράγµα που δεν είναι 

τελείως προφανές είναι ότι οι προηγούµενες πράξεις είναι καλά ορισµένες: έστω 
IrIr +′=+ 11  και IrIr +′=+ 22 . Τότε έχουµε Irr ∈′− 11  και Irr ∈′− 22 . Για την 

πρόσθεση παρατηρούµε ότι Irrrrrrrr ∈′−+′−=′+′−+ )()()()( 22112121  και άρα 

IrrIrr +′+′=++ )()( 2121 . Για τον πολλαπλασιασµό παρατηρούµε ότι =′′− 2121 rrrr  
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Irrrrrr ∈′′−+′− 211221 )()(  και άρα IrrIrr +′′=+ 2121 . Ο IR /  καλείται δακτύλιος 

πηλίκο. 
 Είδαµε ότι σε κάθε µονορφισµό δακτυλίων SRφ →:  αντιστοιχεί ο πυρήνας 

φker  που είναι ιδεώδες του R. Αντίστροφα, έστω Ι ιδεώδες του R. Τότε ο οµοµορ-

φισµός δακτυλίων IRRφ /: → , Irrf +=)(  (που καλείται φυσικός επιµορφι-

σµός) έχει πυρήνα Iφ =ker . Έτσι υπάρχει στενή σχέση µεταξύ των εννοιών οµο-

µορφισµός, ιδεώδες και δακτύλιος πηλίκο. Μία άλλη σχέση δίνεται από το παρα-
κάτω αποτέλεσµα. 
 
0.3.2  Θεώρηµα (Το 1ο Θεώρηµα Ισοµορφισµών ∆ακτυλίων)  Έστω SRφ →:  έ-

νας οµοµορφισµός δακτυλίων. Τότε υπάρχει ισοµορφισµός δακτυλίων 
)()ker(,Imker/: rφφrφφφRφ =+→ . 

 
Απόδειξη.  Η φ  είναι καλά ορισµένη. Πράγµατι, αν φrφr kerker +′=+ , τότε 

φrr ker∈′−  και άρα 0)( =′− rrφ . ∆ηλαδή )()( rφrφ ′=  και κατά συνέπεια 

)ker()ker( φrφφrφ +′=+ . Το ότι ο φ  είναι οµοµορφισµός δακτυλίων βεβαιώνε-

ται µε έναν υπολογισµό ρουτίνας που παραλείπεται. Προφανώς ο φ  είναι επί. Μέ-

νει να δείξουµε ότι είναι µονοµορφισµός. Από την Πρόταση 0.3.1 (i) αρκεί να δεί-
ξουµε ότι }0{ker ker/ φRφ = . Πράγµατι, παρατηρούµε ότι  

φrrφφrφ SS ker0)(0)ker( ∈⇒=⇒=+  φRφφr ker/0kerker ==+⇒ .  

                                                                                   □ 
 
 Η επόµενη πρόταση περιγράφει τα ιδεώδη του δακτυλίου πηλίκου IR / και θα 
χρησιµοποιηθεί συχνά στα παρακάτω. 
 
0.3.3  Πρόταση  Έστω Ι ένα ιδεώδες του δακτυλίου R. Κάθε ιδεώδες του IR /  έχει 
τη µορφή IJ /  όπου J είναι ιδεώδες του R που περιέχει το Ι. 
 
Απόδειξη.  Σηµειώνουµε πρώτα µία γενική παρατήρηση: αν SRφ →:  είναι ένας 

οµοµορφισµός δακτυλίων και Κ ένα ιδεώδες του S, τότε η αντίστροφη εικόνα 

=− )(1 Kφ  })(|{ KrφRr ∈∈  είναι ένα ιδεώδες του R. Πράγµατι, 
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)()(, 1
1

21 rφKφrr ⇒∈ − , KrrKrφrφrrφKrφ ∈+⇒∈+=+⇒∈ 2121212 )()()()( , 

και Ra∈ , )(1 Iφr −∈  )()()()( 1 KφarKrφaφarφ −∈⇒∈=⇒ . Εφαρµόζουµε τώ-

ρα την προηγούµενη παρατήρηση στον φυσικό επιµορφισµό IRRf /: → . Έστω 

Κ ένα ιδεώδες του IR / . Το )(1 Kf −  είναι ιδεώδες του R, που προφανώς περιέχει 

το Ι, για το οποίο ισχύει KIKf =− /)(1 .    □ 

 
0.4 Κατασκευή Νέων Ιδεωδών από Παλαιά 

 Από τον ορισµό του ιδεώδους προκύπτει άµεσα ότι η τοµή µιας µη κενής οι-
κογένειας ενός δακτυλίου είναι και πάλι ιδεώδες. 
 Όµως δεν συµβαίνει το ίδιο για την ένωση. Για παράδειγµα η ένωση )3()2( ∪  

των κύριων ιδεωδών (2) και (3) του Ÿ  δεν είναι ιδεώδες (γιατί;). Ένα υποκατά-
στατο της ένωσης ιδεωδών είναι η πράξη του αθροίσµατος ιδεωδών: έστω ΛλλI ∈)(  

µια οικογένεια ιδεωδών του δακτυλίου R. Το άθροισµα των λI  είναι το ιδεώδες 

του R που παράγεται από το σύνολο λ
Λλ

I∪
∈

, δηλαδή είναι το ιδεώδες 

⎩
⎨
⎧

=∈∈=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑

∈

0και,,| λλλλλλ
λ

λ
Λλ

rIcRrcrI∪  

⎭
⎬
⎫
λπλήθοςοπεπερασµένένααπόεκτός . 

Το συµβολίζουµε µε λ
Λλ

I∑
∈

. Στην ειδική περίπτωση που το Λ είναι πεπερασµένο 

σύνολο, },...,2,1{ nΛ =  χρησιµοποιούµε συνήθως το συµβολισµό i

n

i
I∑

=1
 ή και 

nII ++"1  και παρατηρούµε ότι ισχύει 

{ }niIcccI iin

n

i
i ,...,1για|1

1
=∈++=∑

=

" . 

 
0.4.1  Παράδειγµα  Έστω ∈nm, Õ . Τότε στο Ÿ  ισχύει )()()( dnm =+ , όπου d 

είναι ο µέγιστος κοινός διαιρέτης των m και n. 
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Απόδειξη.  Εφόσον το m είναι πολλαπλάσιο του d, έχουµε )()( dm ⊆ . Όµοια 

dn ⊆)( . Άρα από τον ορισµό )()()( dnm ⊆+ . Για την άλλη σχέση εγκλεισµού, 

γράφουµε το d ως γραµµικό συνδυασµό των m και n (το d είναι ο µέγιστος κοινός 
διαιρέτης των m και n). Έχουµε nymxd += , όπου ∈yx, Ÿ . Άρα από τον ορισµό 

)()( nmd +∈ , και κατά συνέπεια )()()( nmd +⊆ .    □ 

 
Μια άλλη χρήσιµη πράξη ιδεωδών είναι το γινόµενο. Έστω Ι και J ιδεώδη του R. 
Με IJ συµβολίζουµε το ιδεώδες που παράγεται από το σύνολο 

},|{ JbIaRab ∈∈∈ . Αυτό ονοµάζεται γινόµενο των I και J. Η προσεταιριστικό-

τητα του γινοµένου στο R µας επιτρέπει να ορίσουµε κατά τον προφανή τρόπο το 
γινόµενο πεπερασµένου πλήθους ιδεωδών: Έστω nII ,...,1  ιδεώδη του R. Τότε ορί-

ζουµε το ιδεώδες ni

n

i
IIII "21

1
=∏

=

 ως το ιδεώδες του R που παράγεται από το 

σύνολο iin Iaaaa ∈|{ 21 "  για },...,2,1 ni = . Παρατηρούµε ότι ∏
= =

⊆
n

i
i

n

i
i II

1 1
∩ . 

 Μετά την τοµή, το άθροισµα και το γινόµενο ολοκληρώνουµε την “αριθµητι-
κή” των ιδεωδών ορίζοντας το ιδεώδες πηλίκο: Έστω Ι και J ιδεώδη του R. Θέτου-
µε }|{):( IrJRrJI ⊆∈= . Αυτό είναι ένα ιδεώδες του R για το οποίο ισχύει 

):( JII ⊆ . Ονοµάζεται ιδεώδες πηλίκο. Στην ειδική περίπτωση )0(=I , το ιδεώ-

δες πηλίκο 0|{}0|{):0( =∈==∈= raRrrJRrJ  για κάθε }Ja∈  ονοµάζεται 

µηδενιστής του J και συµβολίζεται µε JAnn . 

 
0.5 Ακέραιες Περιοχές και Σώµατα 

 Ένας δακτύλιος R (µεταθετικός όπως πάντα!) ονοµάζεται ακέραια περιοχή ή 
απλώς περιοχή αν RR 10 ≠  και η σχέση 0=ab  µε Ra∈  και Rb∈  ισχύει µόνο αν 

0=a  ή 0=b . Για παράδειγµα οι δακτύλιοι Ÿ , ][xŸ , 3Ÿ  είναι περιοχές, ενώ ο 

4Ÿ  δεν είναι. 

 
0.5.1  Πρόταση  Ο δακτύλιος nŸ  είναι περιοχή αν και µόνον αν ο n είναι πρώτος. 
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Απόδειξη. Έστω n πρώτος. Αν ]0[][][ =ba  στο nŸ , τότε το n διαιρεί το γινόµενο 

ab . Εφόσον ο n είναι πρώτος, θα διαιρεί έναν τουλάχιστον από τους a και b. Άρα 
][a  ή 0][ =b , και συνεπώς ο nŸ  είναι περιοχή. 

 Αντίστροφα, έστω ότι ο nŸ  είναι περιοχή. Τότε αν abn =  ),( Nba ∈  µε 

na <<1  και nb <<1 , έχουµε ][][]0[ ba=  όπου 0][ ≠a  και 0][ ≠b . Αυτό είναι 

άτοπο.          □ 
 
Ένας δακτύλιος R λέγεται σώµα αν RR 10 ≠  και κάθε }0{−∈ Ra  είναι αντιστρέ-

ψιµο. Προφανώς κάθε σώµα είναι περιοχή. 
 
0.5.2  Πρόταση  Κάθε πεπερασµένη περιοχή είναι σώµα. 
 
Απόδειξη. Έστω R πεπερασµένη περιοχή και Ra∈  µε 0≠a . Θα δείξουµε ότι το 
a είναι αντιστρέψιµο. Έστω },...,,{ 21 naaaR = . Θεωρούµε τα στοιχεία 

naaaaaa ,...,, 21 . Αυτά είναι διακεκριµένα µεταξύ τους. πράγµατι αν ji aaaa =  

τότε 0)( =− ji aaa  και αφού 0≠a  και R είναι περιοχή, έχουµε ji aa = . Το πλή-

θος τους είναι n και άρα κάποιο απ’ αυτά θα είναι το στοιχείο R1 , δηλαδή 

Riaa 1=  για κάποιο i. Άρα το a είναι αντιστρέψιµο.    □ 

 
0.5.3  Πόρισµα  Ο δακτύλιος nŸ  είναι σώµα αν και µόνον αν ο n είναι πρώτος. 

 
Απόδειξη. Άµεση από τις Προτάσεις 0.5.1 και 0.5.2.    □ 
 
0.5.4  Ορισµός  Έστω k σώµα. Μια k-άλγεβρα R είναι ένας δακτύλιος R εφοδιασµέ-
νος µε µια απεικόνιση RraraRk ∈⋅∋× 6),(  που ικανοποιεί τις συνθήκες: Το R 

είναι k-διανυσµατικός χώρος και 
)()()( 212121 rarrrarra ⋅=⋅=⋅    για κάθε   Rrrka ∈∈ 21,, . 

 Για παράδειγµα, ο δακτύλιος ][xk  είναι µια k  άλγεβρα. 

 
0.5.5  Ορισµός  Έστω R και S δύο k-άλγεβρες. Μια απεικόνιση SRφ →:  ονοµάζε-

ται οµοµορφισµός (αντίστοιχα, µονοµορφισµός, επιµορφισµός, ισοµορφισµός) αλγε-
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βρών αν είναι οµοµορφισµός (αντίστοιχα, µονοµορφισµός, επιµορφισµός, ισοµορφι-
σµός) δακτυλίων και επιπλέον ισχύει 

)()( rφaarφ =  

για κάθε ka∈  και Rr ∈ . 

 Για παράδειγµα, έστω ka∈ . Η απεικόνιση (“εκτίµηση στο a”) 
kafxfxk ∈∋ )()(][ 6  

είναι ένας επιµορφισµός k-αλγεβρών. 
 
0.6 Πρώτα και Μέγιστα Ιδεώδη 

 Θυµίζουµε εδώ τα πλέον βασικά περί πρώτων και µέγιστων ιδεωδών. 
 
0.6.1  Ορισµός  Ένα ιδεώδες Ρ του R καλείται πρώτο αν 
  (i) RP ≠ , και 
 (ii) αν Rba ∈,  µε Pab∈  τότε Pa∈  ή Pb∈ . 
 
0.6.2  Πρόταση  Έστω Ι ιδεώδες του R. Τότε το Ι είναι πρώτο αν και µόνο αν ο δα-
κτύλιος πηλίκο IR /  είναι περιοχή. 
 
Απόδειξη. Έστω Ι πρώτο. Τότε RI ≠  και 0/ ≠IR . Έστω Rba ∈,  µε την ιδιότη-

τα IRIbIa /0))(( =++ . Τότε IIab =+  και άρα Iab∈ . Συνεπώς Ia∈  ή Ib∈  

δηλαδή IRIa /0=+  ή IRIb /0=+ . 

 Αντίστροφα, έστω IR /  ακέραια περιοχή. Τότε 0/ ≠IR  και άρα RI ≠ . Έ-
στω Rba ∈,  µε Iab∈ . Τότε ⇒=++⇒=+ IRIR IbIaIab // 0))((0  

IRIa /0=+  ή IaIb IR ∈⇒=+ /0  ή Ib∈ .     □ 

 
0.6.3  Ορισµός  Ένα ιδεώδες Μ του R ονοµάζεται µέγιστο (ή µεγιστικό) αν 
  (i) RM ≠ , και 
 (ii) δεν υπάρχει ιδεώδες Ι του R µε την ιδιότητα RIM

≠
⊂

≠
⊂ . 

 
0.6.4  Πρόταση  Έστω Ι ένα ιδεώδες του R. Τότε το Ι είναι µέγιστο αν και µόνο αν ο 
δακτύλιος πηλίκο IR /  είναι σώµα. 



Μεταθετικοί ∆ακτύλιοι, Ιδεώδη 11

 
Απόδειξη. Έστω ότι το Ι είναι µέγιστο. Τότε RI ≠  και 0/ ≠IR . Έστω 

IRIa /∈+  µε IRIa /0≠+ . Θα δείξουµε ότι το Ia +  είναι αντιστρέψιµο. Εφό-

σον IRIa /0≠+  ισχύει Ia∉ . Το ιδεώδες Ia +)(  περιέχει γνήσια το Ι. Αφού το Ι 

είναι µέγιστο έχουµε RIa =+)( . Άρα για κάποια Rr ∈  και Ib∈  ισχύει 

1=+ bra . Συνεπώς ( )( ) (1 ) 1r I a I ra I b I I+ + = + = − + = +  και το Ir +  είναι 

αντιστρέψιµο. 
 Αντίστροφα, έστω ότι ο IR /  είναι σώµα. Τότε 0/ ≠IR  και άρα RI ≠ . Έ-
στω J ιδεώδες µε RJI

≠
⊂

≠
⊂ . Θα δείξουµε ότι RJ = , οπότε το Ι είναι µέγιστο. 

Υπάρχει Ja∈ , Ia∉ . Άρα IRIa /0≠+  και, αφού το IR /  είναι σώµα, 

IIbIa +=++ 1))((  για κάποιο Rb∈ . Άρα 

Iab ∈−1 . 
Εφόσον JI ⊆  και Ja∈  συµπεραίνουµε ότι J∈1 , δηλαδή RJ = .  □ 
 
0.6.5  Πόρισµα  Κάθε µέγιστο ιδεώδες είναι πρώτο. 
 
Απόδειξη.  Άµεση από τις Προτάσεις 0.6.4 και 0.6.2.    □ 
 
 Για παράδειγµα, το ιδεώδες )(x  του Ÿ ][x  είναι πρώτο, γιατί Ÿ ≅)/(][ xx Ÿ  

που είναι περιοχή, και όχι µέγιστο αφού ο Ÿ  δεν είναι σώµα. Το ιδεώδες ),2( x  

του Ÿ ][x  είναι µέγιστο, αφού Ÿ ≅),2/(][ xx 2Ÿ  (γιατί;) που είναι σώµα. Στο ε-

πόµενο κεφάλαιο θα περιγράψουµε όλα τα πρώτα (και µέγιστα) ιδεώδη του Ÿ ][x  

(Πρόταση 1.4.1). 
 
0.7 Σώµα Πηλίκων Ακέραιας Περιοχής 

 Θυµίζουµε εδώ την κατασκευή του σώµατος πηλίκων µιας ακέραιες περιοχής 
R. Ειδικότερα θα δούµε πως ο R εµφυτεύεται ως υποδακτύλιος σ’ ένα σώµα σε 
αναλογία µε την εµφύτευση του Ÿ  στο – . 
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0.7.1  Πρόταση  Έστω R µια περιοχή. Τότε υπάρχει σώµα k και µονοµορφισµός 

δακτυλίων kRφ →:  έτσι ώστε κάθε στοιχείο του k γράφεται στη µορφή 1)()( −sφrφ  

για κάποια Rsr ∈, , 0≠s . 
 
Απόδειξη.  Θέτουµε }0{−= RS . Στο σύνολο SR×  ορίζουµε µια σχέση ισοδυνα-

µίας 
bcaddcba =⇔),(~),( . 

Η κλάση ισοδυναµίας που περιέχει το στοιχείο ),( ba  συµβολίζεται 
b
a . Το σύνολο 

των κλάσεων ισοδυναµίας, έστω k, είναι σώµα µε πράξεις 

,a c ad bc a c ac
b d bd b d bd

+
+ = =  

(Η επαλήθευση του καλώς ορισµένου των πράξεων και των αξιωµάτων είναι θέµα 

ρουτίνας και παραλείπεται). Το µηδέν του σώµατος αυτού είναι το 
1
0  και το µονα-

διαίο στοιχείο είναι το 
1
1 . Τέλος η συνάρτηση kRφ →: , 

1
)( aaφ =  για κάθε 

Ra∈ , είναι µονοµορφισµός δακτυλίων και το τυχαίο k
b
a
∈  γράφεται 1)()( −bφaφ .

           □ 
 
 Το σώµα που κατασκευάσαµε πιο πάνω ονοµάζεται σώµα πηλίκων του R. Για 
παράδειγµα, το σώµα πηλίκων του Ÿ  είναι το –  και το σώµα πηλίκων του ][xk  

(k σώµα) είναι το σώµα των ρητών συναρτήσεων 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≠∈= 0)(],[)(),(|
)(
)()( xgxkxgxf

xg
xfxk . 

 
0.8 Επεκτάσεις Σωµάτων 

 Αν FE ⊇  είναι σώµατα (ως προς τις ίδιες πράξεις) θα λέµε ότι το Ε είναι 
επέκταση του F. Συµβολικά γράφουµε FE / . Ο βαθµός της επέκτασης FE /  είναι 
η διάσταση του Ε ως F-διανυσµατικός χώρος. Συµβολικά EFE Fdim]:[ = . Μια 

επέκταση σωµάτων FE /  λέγεται πεπερασµένη αν ∞<]:[ FE . Ένα στοιχείο 
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Ea∈  λέγεται αλγεβρικό επί του F αν είναι ρίζα κάποιου µη µηδενικού πολυωνύ-

µου ][)( xFxf ∈ . Για παράδειγµα το ∈2 —  είναι αλγεβρικό επί του – , γιατί 

είναι ρίζα του ∈− 22x – ][x . Μια επέκταση FE /  λέγεται αλγεβρική αν κάθε 

Ea∈  είναι αλγεβρικό επί του F. 
 
0.8.1  Πρόταση  Κάθε πεπερασµένη επέκταση σωµάτων είναι αλγεβρική. 
 
Απόδειξη. Έστω FE /  επέκταση µε ∞<= nFE ]:[ . Έστω Ea∈ . Τα στοιχεία 

naaaa ,...,,,1 210=  

είναι γραµµικώς εξαρτηµένα επί του F  γιατί το πλήθος τους είναι nn >+1 . Άρα 
υπάρχουν Fλλλ n ∈,...,, 10  (όχι όλα µηδέν) µε την ιδιότητα 

010 =+++ n
naλaλλ " . 

Αν θέσουµε 

][)( 10 xFxλxλλxf n
n ∈+++= "  

τότε 0)( ≠xf  και το a  είναι ρίζα του )(xf .     □ 

 
 Ένα σώµα F  λέγεται αλγεβρικά κλειστό αν κάθε µη σταθερό πολυώνυµο 

][)( xFxf ∈  έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο F. Συνεπώς ένα σώµα F είναι αλγεβρι-

κά κλειστό αν κάθε µη σταθερό πολυώνυµο ][)( xFxf ∈  γράφεται ως γινόµενο 

πρωτοβάθµιων παραγόντων στο ][xF . 

 Αναφέρουµε χωρίς απόδειξη ότι για κάθε σώµα F  υπάρχει επέκταση FF /  

όπου το F  είναι αλγεβρικά κλειστό σώµα. Το F  είναι µοναδικό (µε προσέγγιση 
ισοµορφισµού) και ονοµάζεται αλγεβρική θήκη του F . Για παράδειγµα η αλγεβρι-
κή θήκη του —  είναι το ¬ , πράγµα που έπεται από το Θεµελιώδες Θεώρηµα της 
Άλγεβρας, που παραθέτουµε χωρίς απόδειξη. 
 
0.8.2  Θεµελιώδες Θεώρηµα της Άλγεβρας  Το σώµα ¬  είναι αλγεβρικά κλειστό. 
 
0.8.3  Θεώρηµα  Αν οι επεκτάσεις σωµάτων  FE /  και EK / είναι πεπερασµένες, 
τότε η επέκταση FK /  είναι πεπερασµένη και 

]:[]:[]:[ FEEKFK = . 
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Απόδειξη.  Έστω nFE =]:[  και mEK =]:[ . Έστω 

naa ,...,1  

µια βάση του Ε ως F-διανυσµατικός χώρος και 

mbb ,...,1  

µια βάση του Κ ως Ε-διανυσµατικός χώρος. Θα δείξουµε ότι το σύνολο 
},...,1,,...,1|{ mjniKbaX ji ==∈=  

αποτελεί µία βάση του Κ ως F-διανυσµατικός χώρος. 
 Έστω Kc∈ . Τότε το c  είναι Ε-γραµµικός συνδυασµός των στοιχείων 

mbb ,...,1 . Επειδή κάθε στοιχείο του Ε είναι F-γραµµικός συνδυασµός των στοιχεί-

ων naa ,...,1  συµπεραίνουµε ότι το c  είναι F-γραµµικός συνδυασµός των στοιχεί-

ων jiba . Άρα το Χ παράγει το Κ επί του F. 

 Έστω 

)(0
,

Fλbaλ ijjiij
ji

∈=∑ . 

Γράφοντας 

0
,

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑∑∑ jiij

ij
jiij

ji
baλbaλ  

συµπεραίνουµε ότι για κάθε 1,...,j m=  

0=∑ iij
i

aλ  

γιατί τα jb  αποτελούν βάση. Η τελευταία σχέση δίνει 0=ijλ , γιατί τα ia  αποτε-

λούν βάση. Συνεπώς το Χ είναι γραµµικά ανεξάρτητο επί του F.  □ 
 
0.9 Θεµελιώδες Θεώρηµα Συµµετρικών Πολυωνύµων 

 Ένα πολυώνυµο ],...,[),...,( 11 nn xxRxxf ∈  ονοµάζεται συµµετρικό αν για κά-

θε µετάθεση σ των στοιχείων n,...,2,1  ισχύει 

),...,(),...,( 1)()1( nnσσ xxfxxf = . 

 Για παράδειγµα, τα ακόλουθα πολυώνυµα είναι συµµετρικά 
  nxxxe +++= "211  

nnn xxxxxxe 11212 −++++= ""  
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          "  

  nn xxxe "21= . 

Τα ie  ονοµάζονται στοιχειώδη συµµετρικά πολυώνυµα. Παρατηρούµε ότι αυτά 

εµφανίζονται ως συντελεστές (µε προσέγγιση προσήµου) του πολυωνύµου 
][],...,[)())(( 121 xxxRxxxxxx nn ∈−−− "  αφού 

n
nnnn

n exexexxxxx )1()()( 2
2

1
11 −+−+−=−− −− "" . 

 
0.9.1  Θεµελιώδες Θεώρηµα Συµµετρικών Πολυωνύµων  Κάθε συµµετρικό πο-
λυώνυµο είναι πολυώνυµο στα στοιχειώδη συµµετρικά πολυώνυµα. 

 ∆ηλαδή αν ),...,( 1 nxxf  είναι ένα συµµετρικό πολυώνυµο, τότε ισχύει 

),...,(),...,( 11 nn eegxxf =  για κάποιο ],...,[),...,( 11 nn xxRxxg ∈ . Για παράδειγµα 

2
2
1

22
1 2eexx n −=++" . 

Απόδειξη.  Θα δώσουµε µια στοιχειώδη απόδειξη που είναι µάλιστα κατασκευα-
στική. 

 Ορίζουµε µια ολική διάταξη στα µονώνυµα na
n

a xx "1
1  

nn b
n

ba
n

a xxxx "" 11
11 >  

αν η πρώτη µη µηδενική διαφορά ii ba −  είναι θετική. (Η διάταξη αυτή συνήθως 

καλείται λεξικογραφική). Για παράδειγµα 21
2
212

2
1 xxxxxx >> . 

       Έστω ),...,( 1 nxxf  ένα συµµετρικό πολυώνυµο και 

na
n

a xx "1
1  

το µέγιστο µονώνυµο του ),...,( 1 nxxf  ως προς τη λεξικογραφική διάταξη. Επειδή 

το ),...,( 1 nxxf  είναι συµµετρικό θα περιέχει κάθε µονώνυµο που λαµβάνεται από 

το na
n

a xx "1
1  µε κάποια µετάθεση των naa ,...,1 . Συνεπώς ισχύει 

naaa ≥≥≥ "21 . 

 Θεωρούµε τώρα το µέγιστο µονώνυµο που περιέχεται στο πολυώνυµο 
na

n
a ee "1
1 . 

Το µονώνυµο αυτό είναι το 
nnn a

n
aaaa xxx """ ++++ 21

21 . 
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 Συνεπώς το µέγιστο µονώνυµο που περιέχει το πολυώνυµο 
na

n
aaaa eee "3221

21
−−  

είναι το 
na

n
aa xxx "21
21 . 

Έστω c  ο συντελεστής του na
n

a xx "1
1  στο ),...,( 1 nxxf . Τότε το µέγιστο µονώνυ-

µο του πολυωνύµου 
na

n
aaaa

n eecexxff "3221
2111 ),...,( −−−=  

είναι µικρότερο από το na
n

a xx "1
1 . Έχουµε ),...,(degdeg 11 nxxff ≤  γιατί 

n
a
n

aaaa aaeee n ++=−− "" 121
3221deg . Επαναλαµβάνουµε τη διαδικασία στο 1f , κοκ. 

Όµως το πλήθος των µονωνύµων που είναι µικρότερα του na
n

a xx "1
1  και έχουν 

βαθµό ),...,(deg 1 nxxf≤  είναι βέβαια πεπερασµένο. Έτσι, µετά ένα πεπερασµένο 

πλήθος βήµατα, έχουµε 0=kf , δηλαδή το ),...,( 1 nxxf  γράφεται ως πολυώνυµο 

στα nee ,...,1 .        □ 

 
 Για παράδειγµα, έστω 3=n  και 

2
323

2
2

2
31

2
213

2
12

2
1321 ),,( xxxxxxxxxxxxxxxf +++++= . 

Τότε 
0,1,2 321 === aaa , 

και 

213211 ),,( eexxxff −= , 

σύµφωνα µε την απόδειξη. Όµως µε πράξεις διαπιστώνουµε ότι ),,( 321 xxxf  

32121 3 xxxee −=− . Άρα 

  321321 3),,( eeexxxf −= .    □ 

 
Ασκήσεις 

1*. Ο δακτύλιος R είναι ακέραια περιοχή αν και µόνο αν ο δακτύλιος ][xR  είναι 

ακέραια περιοχή. 
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2. Το στοιχείο ]][[
0

xRxr i
i

i
∈∑

∞

=

 είναι αντιστρέψιµο αν και µόνο αν το στοιχείο 

Rr ∈0  είναι αντιστρέψιµο. 

3. ∆ώστε ένα παράδειγµα ενός υποδακτυλίου του ][x–  που δεν είναι ιδεώδες 

του – ][x . 

4. Αποδείξτε ότι το ιδεώδες ),2( x  του Ÿ ][x  δεν είναι κύριο. 

5. Για τα κύρια ιδεώδη )(mI = , )(nI =  του Ÿ  ποια είναι τα ιδεώδη JΙ ∩ , 

JI + , IJ  και ):( JI ; Η απάντηση να δοθεί συναρτήσει της παραγοντοποίη-

σης των m και n σε γινόµενα πρώτων αριθµών. 

6*. Έστω I, J, K ιδεώδη του R, και έστω ΛλλI ∈)(  µια οικογένεια ιδεωδών του R. 

Αποδείξτε τις παρακάτω σχέσεις. 
 (i)   ( ) ( )JKIJKIKJI :):():(:):( ==  

 (ii)   ):(: KIKI λ
Λλ

λ
Λλ

∩∩
∈∈

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

 (iii)   ):(: λ
Λλ

λ
Λλ

IJIJ ∩
∈∈

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∑  

7. Στον δακτύλιο – ],,,[ 4321 xxxx  θεωρούµε τα ιδεώδη ),( 21 xxI =  και 

),( 43 xxJ = . Αποδείξτε ότι },|{ JgIffgIJ ∈∈≠ . 

8. Έστω I, J, K ιδεώδη του δακτυλίου R. 
  (i)   Ισχύει ότι JIIJ ∩= ; 
 (ii)   Αποδείξτε ότι KIJIKJI ∩+∩⊇+∩ )( ; 

 (iii) Αν RJI =+  αποδείξετε ότι JIIJ ∩= . 

9. Είναι ισόµορφοι οι δακτύλιοι Ÿ ][i  και Ÿ ∈+= baba ,|2{]2[ }Ÿ ; 

10. Έστω SRφ →:  οµοµορφισµός δακτυλίων όπου το S είναι περιοχή. Αποδείξ-

τε ότι το ιδεώδες φker  είναι πρώτο. 

11. Κάθε  περιοχή µε πεπερασµένο πλήθος ιδεωδών είναι σώµα. 

12. Έστω R ένας πεπερασµένος δακτύλιος. Τότε κάθε πρώτο ιδεώδες του R είναι 
µέγιστο. 
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13. Ο δακτύλιος Ÿ ][x  έχει άπειρο πλήθος µέγιστων ιδεωδών. 

14*.  Σωστό (απαιτείται απόδειξη) ή Λάθος (αρκεί ένα αντιπαράδειγµα). Έστω 
SRφ →:  ένας οµοµορφισµός δακτυλίων 

 (i) Ι ιδεώδες του )(IφR ⇒  ιδεώδες του S.  

 (ii) Ι ιδεώδες του R και φ επιµορφισµός )(Iφ⇒  ιδεώδες του S. 

 (iii) J ιδεώδες του )(1 JφS −⇒  ιδεώδες του R. 

 (iv) Ρ πρώτο ιδεώδες του R, φ επιµορφισµός )(Pφ⇒  πρώτο ιδεώδες του S. 

 (v) Ρ πρώτο ιδεώδες του R, φ επιµορφισµός, )(ker PφPφ ⇒⊆  πρώτο ιδεώ-

δες του S. 
 (vi) Μ µέγιστο ιδεώδες του R, φ επιµορφισµός, )(ker MφMφ ⇒⊆  µέγιστο 

ιδεώδες του S. 

15. Έστω JI ⊆  ιδεώδη του R. Τότε υπάρχει ισοµορφισµός 
JRIJIR /)//()/( →  

JrIJIr +++ 6/)(  

 (Υπόδειξη: Εφαρµόστε το Θεώρηµα 0.3.2). 

16*. Έστω JI ⊆  ιδεώδη του R. Τότε 

  (a) Το ιδεώδες IJ /  του IR /  είναι πρώτο ⇔  το J είναι πρώτο 

  (b) Το ιδεώδες IJ /  του IR /  είναι µεγιστο ⇔  το J είναι µέγιστο. 

  (Υπόδειξη: Άσκηση 15). 

17*. (Ταυτότητα διαίρεσης) Έστω ][, xRgf ∈ . Αν ο µεγιστοβάθµιος συντελεστής 

του )(xg  είναι αντιστρέψιµο στοιχείο του R, τότε υπάρχουν ][, xRrq ∈  µε 

τις ιδιότητες 
  (1)  rqgf +=  

  (2)  qr degdeg <  

  Επιπλέον, τα q, r είναι µοναδικά. 
  (Υπόδειξη: για την ύπαρξη, χρησιµοποιήσετε επαγωγή στο fm deg= . Για το 

επαγωγικό βήµα, παρατηρήσετε ότι ο βαθµός του gxbaf nm
nm

−−− 1 , όπου 

0axaf m
m ++= "  και 0bxbg n

n ++= "  είναι m< ). 
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18*. (Κριτήριο του Eisenstein). Έστω ∈++= 0axaf n
n " Ÿ ][x  και ∈p Ÿ  πρώ-

τος αριθµός. Αν 
 (i) p διαιρεί τους 110 ,...,, −naaa  

 (ii) p δεν διαιρεί τον na  

 (iii) 2p  δεν διαιρεί τον 0a  

  τότε το f  είναι ανάγωγο πολυώνυµο στο Ÿ ][x . 

 (Παρατήρηση: ισχύει το ισχυρότερο συµπέρασµα ότι το f  είναι ανάγωγο στο 

– ][x . Βλέπε Λήµµα 1.3.4 στο επόµενο Κεφάλαιο). 

19. Εφαρµόστε το θεµελιώδες θεώρηµα των συµµετρικών πολυωνύµων στο πο-

λυώνυµο 3
212

3
1

4
2

4
1 xxxxxx +++  )2( =n . 

20.  Αποδείξτε ότι το – ]2[  είναι ισόµορφο µε το σώµα πηλίκων του Ÿ ]2[ . 

21.  Στην απόδειξη της Πρότασης 0.7.1, που χρησιµοποιήθηκε η υπόθεση ότι το R 
είναι ακέραια περιοχή; 

 
 
 
 
 


