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∫ÈÓËÌ·ÙÈÎ‹ ÙˆÓ ƒÂ˘ÛÙÒÓ

™ÙÔ ·ÚfiÓ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ ÂÍÂÙ¿˙ÂÙ·È ‰ÈÂÍÔ‰ÈÎ¿ Ë Î›ÓËÛË ÙˆÓ ÚÂ˘ÛÙÒÓ ÛÙÔÓ ¯ÒÚÔ (Â‰›Ô ÚÔ‹˜).
™ÙËÓ ·Ú¯‹ ·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È Ù· Â›‰Ë ÚÔ‹˜, Ë Ù·ÍÈÓfiÌËÛË ÙˆÓ ÔÔ›ˆÓ ¤¯ÂÈ Û¯¤ÛË Â›ÙÂ ÌÂ ÔÚÈÛÌ¤-
Ó· "·ÈÛıËÙ¿" ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¿ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜, Â›ÙÂ ÌÂ ÙË ¯ˆÚÔ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÌÂÙ·‚ÔÏ‹ ÙˆÓ È‰ÈÔ-
Ù‹ÙˆÓ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡. ™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ÂÈÛ¿ÁÔÓÙ·È ÔÈ ¤ÓÓÔÈÂ˜ ÙˆÓ ·Ó‡ÛÌ·ÙˆÓ ı¤ÛË˜ (˘ÏÈÎÔ‡ Î·È
¯ˆÚÈÎÔ‡), Á›ÓÂÙ·È ·Ó·ÊÔÚ¿ ÛÙÈ˜ ÌÂıfi‰Ô˘˜ ÂÚÈÁÚ·Ê‹˜ ÙˆÓ Â‰›ˆÓ ÚÔ‹˜ (Lagrange Î·È
Euler) Î·È ÔÚ›˙ÔÓÙ·È ÔÈ ¯ÚÔÓÈÎ¤˜ ·Ú¿ÁˆÁÔÈ Ê˘ÛÈÎÒÓ ÌÂÁÂıÒÓ (ÙÔÈÎ‹, ˘ÏÈÎ‹ Î·È ÔÏÈÎ‹).
∞ÎÔÏÔ˘ıÔ‡Ó ÔÈ ÔÚÈÛÌÔ› Ù·¯‡ÙËÙ·˜ Î·È ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË˜ ÚÔ‹˜ Î·È ‰›ÓÔÓÙ·È ÔÈ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜ ÙÔ˘˜ ÛÂ
Î·ÚÙÂÛÈ·Ó¤˜, Î˘ÏÈÓ‰ÚÈÎ¤˜ Î·È ÛÊ·ÈÚÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜, Â›ÛË˜, ÂÈÛ¿ÁÔÓÙ·È ÔÈ ¤ÓÓÔÈÂ˜ ÙˆÓ
Ú˘ıÌÒÓ ÚÔ‹˜ Ì¿˙·˜ Î·È fiÁÎÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ‰È·Ì¤ÛÔ˘ ·ÏÒÓ Î·È ÎÏÂÈÛÙÒÓ ÂÈÊ·ÓÂÈÒÓ. ∫·ÙfiÈÓ
ÂÍÂÙ¿˙ÔÓÙ·È ÔÈ ÙÚÔ¯È¤˜, ÔÈ ÈÓÒ‰ÂÈ˜ ÊÏ¤‚Â˜ Î·È ÔÈ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÌÂ ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ·ÚÈÛÙ¿ÓÔ-
ÓÙ·È ÁÚ·ÊÈÎ¿ Ù· Â‰›· ÚÔ‹˜. Δ¤ÏÔ˜, ÂÈÛ¿ÁÂÙ·È Ë ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ ÚÔ˚Î‹˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ Î·È Á›ÓÂÙ·È
Û˘Û¯¤ÙÈÛË ·˘Ù‹˜ ÌÂ ÙË ÁÂˆÌÂÙÚ›· ÚÔ‹˜ Î·È ÙËÓ ÔÁÎÔÌÂÙÚÈÎ‹ ·ÚÔ¯‹ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡. 
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E›‰Ë ƒÔ‹˜ ƒÂ˘ÛÙÒÓ

ªÂ ÙÔÓ fiÚÔ ÚÔ‹ ÂÓÓÔÔ‡ÌÂ ÙËÓ Î›ÓËÛË ÙˆÓ ÚÂ˘ÛÙÒÓ ÛÙÔ ¯ÒÚÔ. ∏ ÂÚÈÔ¯‹ ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘
ÛÙËÓ ÔÔ›· ÎÈÓÂ›Ù·È ÙÔ ÚÂ˘ÛÙfi ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Â‰›Ô ÚÔ‹˜. ŒÓ· Â‰›Ô ÚÔ‹˜ Â›Ó·È Ï‹Úˆ˜
Î·ıÔÚÈÛÌ¤ÓÔ, fiÙ·Ó ‰›ÓÔÓÙ·È ÔÈ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ ÙÔ˘ ÛÂ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô (x, y, z) ÙÔ˘
Â‰›Ô˘ Î·È ÁÈ· Î¿ıÂ ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t. √È ÈÔ ÛËÌ·ÓÙÈÎ¤˜ ·fi ÙÈ˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘
ÚÔ‹˜ Â›Ó·È Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ˘, Ë ˘ÎÓfiÙËÙ· Ú, Ë ›ÂÛË p Î·È Ë ıÂÚÌÔÎÚ·Û›· Δ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡.
∂ÂÈ‰‹ Ù· ÚÂ˘ÛÙ¿ ıÂˆÚÔ‡ÓÙ·È Û˘ÓÂ¯‹ Ì¤Û·, Î·ıÂÌ›· ·fi ÙÈ˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜,
¤ÛÙˆ Ë £, ÌÔÚÂ› Ó· ÂÎÊÚ·ÛÙÂ› Ì·ıËÌ·ÙÈÎ¿ ÌÂ ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜:

£ = £ (x, y, z, t) (4-1)

ªÈ· ‰Â‰ÔÌ¤ÓË ÚÔ‹ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÌÔÚÂ› Ó· Ù·ÍÈÓÔÌËıÂ› ÛÂ ‰È¿ÊÔÚÂ˜ Î·ÙËÁÔÚ›Â˜ ‹ Â›‰Ë,
·Ó¿ÏÔÁ· ÌÂ ÙÔ ÎÚÈÙ‹ÚÈÔ Ô˘ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÂ›Ù·È Î¿ıÂ ÊÔÚ¿ ÁÈ· ÙÔ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÌfi ÙË˜.
Δ¤ÙÔÈ· ÎÚÈÙ‹ÚÈ· ÌÔÚÂ› Ó· Â›Ó·È Ë ÁÂˆÌÂÙÚ›· ÚÔ‹˜, Ë Ê‡ÛË ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Î·È Ë ¯ˆÚÔ-
¯ÚÔÓÈÎ‹ ÂÍ¿ÚÙËÛË ÙˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜. 

∞Δƒπμ∏ ∫∞π π•ø¢∏™ ƒ√∏

ÕÙÚÈ‚Ë ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Ë ÚÔ‹ ÚÂ˘ÛÙÒÓ ÌÂ ÈÍÒ‰Â˜ ÌË‰¤Ó (Ì = 0). Δ· ÚÂ˘ÛÙ¿ ·˘Ù‹˜ ÙË˜
Î·ÙËÁÔÚ›·˜ ¯·Ú·ÎÙËÚ›˙ÔÓÙ·È ˆ˜ È‰·ÓÈÎ¿*. ∂ÂÈ‰‹ ÛÙË Ê‡ÛË ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ Î·Ó¤Ó· ÚÂ˘-
ÛÙfi ÌÂ ÌË‰ÂÓÈÎfi ÈÍÒ‰Â˜, Ë ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ ¿ÙÚÈ‚Ë˜ ÚÔ‹˜ Â›Ó·È È‰Â·Ù‹. ŸÌˆ˜ Ë ˘ÈÔı¤ÙËÛ‹
ÙË˜ ·ÏÔ˘ÛÙÂ‡ÂÈ ÛËÌ·ÓÙÈÎ¿ ÙË ıÂˆÚËÙÈÎ‹ ‰ÈÂÚÂ‡ÓËÛË ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ ÚÔ‹˜ ÚÂ˘ÛÙÒÓ Î·È
Ô‰ËÁÂ› ÛÂ Û˘ÌÂÚ¿ÛÌ·Ù· Ô˘ Û˘Ì‚¿ÏÏÔ˘Ó ÛËÌ·ÓÙÈÎ¿ ÛÙËÓ Î·Ù·ÓfiËÛË ÙË˜ ÚÔ‹˜ ÙˆÓ
Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ÚÂ˘ÛÙÒÓ. ΔÔ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎfi ÙË˜ ¿ÙÚÈ‚Ë˜ ÚÔ‹˜ Â›Ó·È fiÙÈ ‰ÂÓ ÂËÚÂ¿˙ÂÙ·È
·fi ÙËÓ ·ÚÔ˘Û›· ÛÙÂÚÂÒÓ, ÂÂÈ‰‹ ÛÙ· ÛËÌÂ›· Â·Ê‹˜ ÙˆÓ È‰·ÓÈÎÒÓ ÚÂ˘ÛÙÒÓ ÌÂ
ÛÙÂÚÂ¿ ‰ÂÓ ·Ó·Ù‡ÛÛÔÓÙ·È ‰È·ÙÌËÙÈÎ¤˜ ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜. A˘Ùfi ‰Â›¯ÓÂÙ·È ·Ú·ÛÙ·ÙÈÎ¿ ÛÙÔ ÙÔ
™¯‹Ì· 4-1· fiÔ˘ ·ÂÈÎÔÓ›˙ÂÙ·È ÙÔ ÔÈÔÙÈÎfi ‰È¿ÁÚ·ÌÌ· Î·Ù·ÓÔÌ‹˜ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜
ÂÓfi˜ È‰·ÓÈÎÔ‡ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÙÔ ÔÔ›Ô ÎÈÓÂ›Ù·È ·Ú¿ÏÏËÏ· Â¿Óˆ ÛÂ ÔÚÈ˙fiÓÙÈ· Ï¿Î·. TÔ
ÚÂ˘ÛÙfi ÊÙ¿ÓÂÈ ÛÙËÓ ·Ú¯‹ ÙË˜ Ï¿Î·˜ ÌÂ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË Ù·¯‡ÙËÙ· ˘�. Afi ÙËÓ Û‡ÁÎÚÈÛË
ÙˆÓ ÙÚÈÒÓ Î·Ù·ÓÔÌÒÓ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ (ÛÙÈ˜ ı¤ÛÂÈ˜ x = 0, x1 Î·È x 2) Û˘ÌÂÚ·›ÓÂÙ·È fiÙÈ
Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ È‰·ÓÈÎÔ‡ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ·Ú·Ì¤ÓÂÈ ÛÙ·ıÂÚ‹ (›ÛË ÌÂ ˘�) ÛÂ fiÏÔ ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙË˜
Ï¿Î·˜. ŒÙÛÈ, Ù· È‰·ÓÈÎ¿ ÚÂ˘ÛÙ¿ Ê·›ÓÂÙ·È Ó· ÔÏÈÛı·›ÓÔ˘Ó Â¿Óˆ ÛÙËÓ ÂÈÊ¿ÓÂÈ·
ÙÔ˘ ÛÙÂÚÂÔ‡ ÌÂ ÙÔ ÔÔ›Ô ¤Ú¯ÔÓÙ·È ÛÂ Â·Ê‹.

4-1
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* ™Â ÔÚÈÛÌ¤Ó· Û˘ÁÁÚ¿ÌÌ·Ù· PÂ˘ÛÙÔÌË¯·ÓÈÎ‹˜, ˆ˜ È‰·ÓÈÎ¿ ÚÂ˘ÛÙ¿ ÔÚ›˙ÔÓÙ·È Ù· ˘ÏÈÎ¿ Ù· ÔÔ›· ¤¯Ô˘Ó
ÈÍÒ‰Â˜ ÌË‰¤Ó Î·È ÛÙ·ıÂÚ‹ ˘ÎÓfiÙËÙ·. ŸÌˆ˜, ÁÈ· ÙÔ ‚È‚Ï›Ô ·˘Ùfi, È‰·ÓÈÎfi ÌÔÚÂ› Ó· Â›Ó·È Î·È ¤Ó·
Û˘ÌÈÂÛÙfi ÚÂ˘ÛÙfi. T· ·Û˘Ì›ÂÛÙ· È‰·ÓÈÎ¿ ÚÂ˘ÛÙ¿ ·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È Û˘¯Ó¿ Î·È ˆ˜ ÚÂ˘ÛÙ¿ Pascal.
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πÍÒ‰Ë˜ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Ë ÚÔ‹ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ÚÂ˘ÛÙÒÓ. Δ· Ú·ÁÌ·ÙÈÎ¿ ÚÂ˘ÛÙ¿ ¤¯Ô˘Ó fiÏ·
ÈÍÒ‰Â˜, ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ· ·Ó ·˘Ùfi Â›Ó·È ÌÈÎÚfi ‹ ÌÂÁ¿ÏÔ. ∞ÓÙ›ıÂÙ· ÚÔ˜ ÙËÓ ¿ÙÚÈ‚Ë ÚÔ‹, Ë
ÈÍÒ‰Ë˜ ÚÔ‹ ÂËÚÂ¿˙ÂÙ·È ÛËÌ·ÓÙÈÎ¿ ·fi ÙËÓ ·ÚÔ˘Û›· ÛÙÂÚÂÔ‡, fiˆ˜ Ê·›ÓÂÙ·È ·Ú·-
ÛÙ·ÙÈÎ¿ ÛÙÔ ™¯‹Ì· 4-1‚. ∞fi ÙË Û‡ÁÎÚÈÛË ÙˆÓ ÙÚÈÒÓ ÁÚ·ÊËÌ¿ÙˆÓ (ÛÙÈ˜ ı¤ÛÂÈ˜ x = 0,
x 1 Î·È x 2) Û˘ÌÂÚ·›ÓÂÙ·È fiÙÈ Ë Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ·‡ÂÈ Ó· Â›Ó·È ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË,
fiˆ˜ Û˘Ì‚·›ÓÂÈ ÛÙËÓ ¿ÙÚÈ‚Ë ÚÔ‹. ¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÛÙ· ÛËÌÂ›· Â·Ê‹˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÌÂ
ÙËÓ Ï¿Î· Ë Ù·¯‡ÙËÙ· Â›Ó·È ÌË‰¤Ó. ∏ ·Ú·Ù‹ÚËÛË ·˘Ù‹, Ô˘ Â›Ó·È ÁÂÓÈÎ‹, ·ÔÙÂÏÂ› ‚·ÛÈ-
Î‹ ÔÚÈ·Î‹ Û˘Óı‹ÎË ÁÈ· ÙËÓ ·Ó¿Ï˘ÛË ÈÍÒ‰Ô˘˜ ÚÔ‹˜, Ë ÔÔ›· Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ‹ ˆ˜ Û˘Óı‹ÎË ÌË

ÔÏ›ÛıËÛË˜. ™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙË Û˘Óı‹ÎË ·˘Ù‹, Ë ÔÔ›· ¤¯ÂÈ ÂÈ‚Â‚·ÈˆıÂ› ÂÈÚ·Ì·ÙÈÎ¿, Ù· Ú·Á-
Ì·ÙÈÎ¿ ÚÂ˘ÛÙ¿ ÛÙ· ÛËÌÂ›· Â·Ê‹˜ ÙÔ˘˜ ÌÂ ÛÙÂÚÂ¿ ·ÔÎÙÔ‡Ó ÙËÓ Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ÛÙÂÚÂÔ‡.
H Û˘Óı‹ÎË ÌË ÔÏ›ÛıËÛË˜ ÔÊÂ›ÏÂÙ·È ÛÙËÓ ÈÍÒ‰Ë Ê‡ÛË ÙˆÓ ÚÂ˘ÛÙÒÓ Î·È ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ Î·Ì›· Û¯¤-
ÛË ÌÂ ÙÔ Â›‰Ô˜ ÙÔ˘ ˘ÏÈÎÔ‡ ‹ ÙËÓ ˘Ê‹ ÙË˜ ÂÈÊ¿ÓÂÈ·˜ ÙÔ˘ ÛÙÂÚÂÔ‡. H Û˘Óı‹ÎË ÌË ÔÏ›ÛıË-
ÛË˜ ÈÛ¯‡ÂÈ fiÙ·Ó ÈÛ¯‡ÂÈ Î·È Ë ˘fiıÂÛË ÙÔ˘ Û˘ÓÂ¯Ô‡˜ Ì¤ÛÔ˘ [¨2-2].

∏ ÂÚÈÔ¯‹ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ ÛÙËÓ ÔÔ›· Û˘Ì‚·›ÓÂÈ ÌÂÙ·‚ÔÏ‹ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜, ·fi
ÌË‰¤Ó ÛÙËÓ ÂÈÊ¿ÓÂÈ· ÙË˜ Ï¿Î·˜ Ì¤¯ÚÈ ÙËÓ Ù·¯‡ÙËÙ· ˘� ÙÔ˘ ·‰È·Ù¿Ú·ÎÙÔ˘ ÚÂ‡Ì·-
ÙÔ˜, ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÔÚÈ·Îfi ÛÙÚÒÌ· [KÂÊ. 12]. TÔ ¿¯Ô˜ ‰ ÙÔ˘ ÔÚÈ·ÎÔ‡ ÛÙÚÒÌ·ÙÔ˜ ·˘Í¿-
ÓÂÙ·È Û˘ÓÂ¯Ò˜ Î·Ù¿ ÙËÓ Î·ÙÂ‡ı˘ÓÛË ÙË˜ ÚÔ‹˜.

™ΔƒøΔ∏ ∫∞π ΔÀƒμø¢∏™ ƒ√∏

™ÙÚˆÙ‹ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Ë ÈÍÒ‰Ë˜ ÚÔ‹ Î·Ù¿ ÙËÓ ÔÔ›· Ù· ÛˆÌ·Ù›‰È· ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÎÈÓÔ‡ÓÙ·È
ÔÌ·Ï¿ Î·È Î·Ù¿ ÛÙÚÒÌ·Ù· ‹ ÛÙÈ‚¿‰Â˜. ™Â Î¿ıÂ ÛÙÚÒÌ· Ë Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜
Â›Ó·È ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË ÛÂ fiÏË ÙËÓ ¤ÎÙ·ÛË ÙË˜ ÂÁÎ¿ÚÛÈ·˜ ‰È·ÙÔÌ‹˜ ÙÔ˘ ÛÙÚÒÌ·ÙÔ˜, Û˘ÓÂ-
Ò˜, ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛ· Ù·¯‡ÙËÙ·˜ Î·Ù¿ ÙË ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË ÙËÓ Î¿ıÂÙË ÚÔ˜ ÙË ÊÔÚ¿
Î›ÓËÛË˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡. ÕÚ·, ÛÙË ÛÙÚˆÙ‹ ÚÔ‹ ‰Â Û˘Ì‚·›ÓÂÈ Ì·ÎÚÔÛÎÔÈÎ‹ ·Ó¿ÌÂÈÍË
ÙˆÓ ÁÂÈÙÔÓÈÎÒÓ ÛÙÚˆÌ¿ÙˆÓ ÚÂ˘ÛÙÔ‡, ‰ËÏ·‰‹ ·ÓÙ·ÏÏ·Á‹ Ì¿˙·˜ ÌÂ ÙË ÌÔÚÊ‹ ÛˆÌ·ÙÈ-
‰›ˆÓ.   H ÂÈÎÔÈÓˆÓ›· ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ÁÂÈÙÔÓÈÎÒÓ ÛÙÚˆÌ¿ÙˆÓ ÚÂ˘ÛÙÒÓ Á›ÓÂÙ·È ÌfiÓÔ ÛÂ
ÌÔÚÈ·Îfi Â›Â‰Ô (ÌÔÚÈ·Î‹ ·Ó¿ÌÂÈÍË), ÏfiÁˆ ÙË˜ ıÂÚÌÈÎ‹˜ Î›ÓËÛË˜ ÙˆÓ ÌÔÚ›ˆÓ.

Δ˘Ú‚Ò‰Ë˜ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Ë ÈÍÒ‰Ë˜ ÚÔ‹ Î·Ù¿ ÙËÓ ÔÔ›· Ù· ÛˆÌ·Ù›‰È· ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÎÈÓÔ‡ÓÙ·È
ÛÂ ·Î·ÓfiÓÈÛÙÂ˜ ÙÚÔ¯È¤˜ ÚÔ˜ fiÏÂ˜ ÙÈ˜ Î·ÙÂ˘ı‡ÓÛÂÈ˜ Î·Ù¿ ÂÓÙÂÏÒ˜ Ù˘¯·›Ô ÙÚfiÔ. H
Î›ÓËÛË ÙˆÓ ÛˆÌ·ÙÈ‰›ˆÓ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÌÔÈ¿˙ÂÈ ÛÂ ÌÂÁ¿ÏÔ ‚·ıÌfi ÌÂ ÙË ıÂÚÌÈÎ‹ Î›ÓËÛË
ÙˆÓ ÌÔÚ›ˆÓ. ŒÙÛÈ Î·Ù¿ ÙËÓ Ù˘Ú‚Ò‰Ë ÚÔ‹ ÂÎÙfi˜ ·fi ÌÔÚÈ·Î‹, Û˘Ì‚·›ÓÂÈ Î·È Ì·ÎÚÔ-
ÛÎÔÈÎ‹ ·Ó¿ÌÂÈÍË ÙˆÓ ÁÂÈÙÔÓÈÎÒÓ "ÛÙÚˆÌ¿ÙˆÓ" ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡, Ë ÔÔ›· Â›Ó·È ÔÏ‡ ÈÔ
¤ÓÙÔÓË ·fi ÙËÓ ÚÒÙË. TÔ Î‡ÚÈÔ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎfi ÁÓÒÚÈÛÌ· ÙË˜ Ù˘Ú‚Ò‰Ô˘˜ ÚÔ‹˜ Â›Ó·È
fiÙÈ ÔÈ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÛÂ Ù˘¯fiÓ ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ ‰È·Î˘Ì·›ÓÔÓÙ·È Û˘ÓÂ¯Ò˜
Î·Ù¿ ÂÓÙÂÏÒ˜ Ù˘¯·›Ô ÙÚfiÔ. ™ÙÔ ™¯‹Ì· 4-2 ·ÂÈÎÔÓ›˙ÂÙ·È Ë ÌÂÙ·‚ÔÏ‹ ÙË˜ ÙÔÈÎ‹˜ Ù·¯‡-
ÙËÙ·˜ ˘ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÌÂ ÙÔ ¯ÚfiÓÔ t ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÙˆÓ ‰‡Ô ÂÈ‰ÒÓ ÈÍÒ‰Ô˘˜ ÚÔ‹˜. ¶·Ú·-
ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÛÙË ÛÙÚˆÙ‹ ÚÔ‹ Ë ÙÔÈÎ‹ Ù·¯‡ÙËÙ· ‰Â ÌÂÙ·‚¿ÏÏÂÙ·È ÌÂ ÙËÓ ¿ÚÔ‰Ô ÙÔ˘
¯ÚfiÓÔ˘. AÓÙ›ıÂÙ· ÛÙËÓ Ù˘Ú‚Ò‰Ë ÚÔ‹, Ë ÙÔÈÎ‹ Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÈ,
·Î·ÓfiÓÈÛÙË, Û˘ÓÂ¯‹ ‰È·Î‡Ì·ÓÛË ÌÂÁ¿ÏË˜ Û˘¯ÓfiÙËÙ·˜. 

EÈÛ‹Ì·ÓÛË: H Ù˘¯·›· ‰È·Î‡Ì·ÓÛË ÙˆÓ È‰ÈÔÙ‹ÙˆÓ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Î·ıÈÛÙ¿ ·‰‡Ó·ÙË ÙËÓ
Ï‹ÚË ·Ó·Ï˘ÙÈÎ‹ ÂÚÈÁÚ·Ê‹ ÙË˜ Ù˘Ú‚Ò‰Ô˘˜ ÚÔ‹˜, ÛÂ ·ÓÙ›ıÂÛË Úfi˜ ÙË ÛÙÚˆÙ‹ ÚÔ‹ Ë
ÔÔ›· ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÙ·È ıÂˆÚËÙÈÎ¿ Ï‹Úˆ˜. H Ù˘¯·›· ‰È·Î‡Ì·ÓÛË ÙˆÓ È‰ÈÔÙ‹ÙˆÓ ÛÙËÓ
Ù˘Ú‚Ò‰Ë ÚÔ‹ ıÂˆÚÂ›Ù·È fiÙÈ ÌÔÚÂ› Ó· ÂÚÈÁÚ·ÊÂ› ·Ó·Ï˘ÙÈÎ¿ ÌÂ ÙË ¯ÚËÛÈÌÔÔ›ËÛË
ÛÙ·ÙÈÛÙÈÎÒÓ Ì¤ÛˆÓ fiÚˆÓ [KÂÊ. 11].
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¶ÂÈÚ·Ì·ÙÈÎ‹ MÂÏ¤ÙË IÍÒ‰Ô˘˜ PÔ‹˜: H ‡·ÚÍË ÙˆÓ ‰‡Ô ÂÈ‰ÒÓ ÈÍÒ‰Ô˘˜ ÚÔ‹˜ ‰È·È-
ÛÙÒıËÎÂ ÁÈ· ÚÒÙË ÊÔÚ¿ ·fi ÙÔÓ Hagen (ÙÔ 1839). O Hagen ·Ú·Ù‹ÚËÛÂ fiÙÈ Î·Ù¿ ÙËÓ
ÈÍÒ‰Ë ÚÔ‹ ÚÂ˘ÛÙÒÓ ÛÂ ·ÁˆÁfi Î˘ÎÏÈÎ‹˜ ‰È·ÙÔÌ‹˜, ÙÔ Â›‰Ô˜ Î·È Ù· ‚·ÛÈÎ¿ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¿
ÙË˜ ÚÔ‹˜ ÌÂÙ·‚¿ÏÏÔÓÙ·Ó fiÙ·Ó Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÁÈÓfiÙ·Ó ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚË ·fi ÌÈ· ÔÚÈ-
ÛÌ¤ÓË ÙÈÌ‹. ŸÌˆ˜, Ô Hagen ‰ÂÓ Î·Ù¿ÊÂÚÂ Ó· ·Ó·ÁÓˆÚ›ÛÂÈ ÙË ‚·ÛÈÎ‹ ·Ú¿ÌÂÙÚÔ Ô˘ ÂË-
Ú¤·˙Â ÙÔ Â›‰Ô˜ ÙË˜ ÚÔ‹˜. A˘Ùfi ¤ÁÈÓÂ ÔÏ‡ ·ÚÁfiÙÂÚ· (ÙÔ 1883) ·fi ÙÔÓ Reynolds, Ô ÔÔ›Ô˜
‹Ù·Ó Ô˘ÛÈ·ÛÙÈÎ¿ Ô ÚÒÙÔ˜ ÂÚÂ˘ÓËÙ‹˜ Ô˘ ·Û¯ÔÏ‹ıËÎÂ Û˘ÛÙËÌ·ÙÈÎ¿ ÌÂ ÙËÓ ÂÈÚ·Ì·ÙÈÎ‹
ÌÂÏ¤ÙË ÙË˜ ÈÍÒ‰Ô˘˜ ÚÔ‹˜ ÚÂ˘ÛÙÒÓ ÛÂ ·ÁˆÁÔ‡˜ Î˘ÎÏÈÎ‹˜ ‰È·ÙÔÌ‹˜. °È· ÙË ‰È·Û·Ê‹ÓÈÛË
ÙˆÓ ‰‡Ô Ù‡ˆÓ ÚÔ‹˜, Ô Reynolds ¯ÚËÛÈÌÔÔ›ËÛÂ ÙË Û˘ÛÎÂ˘‹ Ô˘ ÂÈÎÔÓ›˙ÂÙ·È ÛÙÔ ™¯‹Ì· 4-3,
Ë ÔÔ›· ÚÔ˜ ÙÈÌ‹ ·˘ÙÔ‡ Ê¤ÚÂÈ ÙÔ fiÓÔÌ¿ ÙÔ˘.

H Û˘ÛÎÂ˘‹ Reynolds ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi ÌÈ· ‰ÂÍ·ÌÂÓ‹ ÓÂÚÔ‡ ÛÙËÓ ÔÔ›· Û˘Ó‰¤ÂÙ·È
¤Ó·˜ ÔÚÈ˙fiÓÙÈÔ˜ Á˘¿ÏÈÓÔ˜ ÛˆÏ‹Ó·˜, ÛÙÔÓ ÔÔ›Ô ‰ÈÔ¯ÂÙÂ‡ÂÙ·È ÙÔ ÓÂÚfi ÙË˜ ‰ÂÍ·ÌÂÓ‹˜ ÌÂ
Ú˘ıÌÈ˙fiÌÂÓË ·ÚÔ¯‹ (¿Ú· Î·È Ù·¯‡ÙËÙ·). TÔ ÛÙfiÌÈÔ ·˘ÙÔ‡ ÙÔ˘ ÛˆÏ‹Ó· Ê¤ÚÂÈ ÛÙÚÔÁ-
Á˘ÏÂ˘Ì¤Ó· ¯Â›ÏË ÁÈ· ÙËÓ Â›ÙÂ˘ÍË ÔÌ·ÏÒÙÂÚË˜ ÚÔ‹˜. ™ÙËÓ Â›ÛÔ‰Ô ÙÔ˘ ÛˆÏ‹Ó· (Î·È
ÛÙÔ Î¤ÓÙÚÔ ÙÔ˘) Î·Ù·Ï‹ÁÂÈ ¤Ó·˜ ‰Â‡ÙÂÚÔ˜ ÛˆÏ‹Ó·˜ ÌÈÎÚ‹˜ ‰È·Ì¤ÙÚÔ˘ ÌÂ Û˘ÁÎÏ›ÓÔÓ
ÙÔ ÙÌ‹Ì· ÂÍfi‰Ô˘ (·ÎÚÔÊ‡ÛÈÔ). TÔ ¿ÏÏÔ ¿ÎÚÔ ·˘ÙÔ‡ ÙÔ˘ ÛˆÏ‹Ó· ÚÔÛ·ÚÌfi˙ÂÙ·È ÛÙÔÓ
˘ıÌ¤Ó· ÌÈ·˜ ÌÈÎÚ‹˜ ‰ÂÍ·ÌÂÓ‹˜ ÛÙËÓ ÔÔ›· ÂÚÈ¤¯ÂÙ·È ¤Ó· ¤ÓÙÔÓ· ¯ÚˆÌ·ÙÈÛÌ¤ÓÔ ˘ÁÚfi
(.¯. ÌÂÏ¿ÓÈ). ŒÙÛÈ ·fi ÙÔ ÛÙfiÌÈÔ ÙÔ˘ ·ÎÚÔÊ˘Û›Ô˘ ÂÍ¤Ú¯ÂÙ·È Û˘ÓÂ¯Ò˜ ¯ÚˆÌ·ÙÈÛÌ¤ÓÔ
˘ÁÚfi, Ù· ÛˆÌ·Ù›‰È· ÙÔ˘ ÔÔ›Ô˘ ÎÈÓÔ‡ÓÙ·È Î·Ù¿ Ì‹ÎÔ˜ ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· ÙÔ˘ Á˘¿ÏÈÓÔ˘ ÛˆÏ‹Ó·.
°È· ÌÈÎÚ¤˜ Ù·¯‡ÙËÙÂ˜ ÙÔ˘ ÓÂÚÔ‡ ‰È·Ì¤ÛÔ˘ ÙÔ˘ Á˘¿ÏÈÓÔ˘ ÛˆÏ‹Ó·, ÙÔ ¯ÚˆÌ·ÙÈÛÌ¤ÓÔ
˘ÁÚfi Û¯ËÌ·Ù›˙ÂÈ ÌÈ· Â˘ıÂ›· ÓËÌ·ÙÔÂÈ‰‹ ÊÏ¤‚· Ë ÔÔ›· ÂÚÈ‚¿ÏÏÂÙ·È, Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ¿, ·fi
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™¯‹Ì· 4-2 MÂÙ·‚ÔÏ‹ ÙË˜ ÙÔÈÎ‹˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÌÂ ÙÔÓ ¯ÚfiÓÔ ÁÈ·: (·) ÛÙÚˆÙ‹ Î·È (‚) Ù˘Ú‚Ò‰Ë ÚÔ‹.

™¯‹Ì· 4-3 AÚ¯‹ ÏÂÈÙÔ˘ÚÁ›·˜ ÙË˜ Û˘ÛÎÂ˘‹˜ Ô˘ ¯ÚËÛÈÌÔÔ›ËÛÂ Ô Reynolds.



ÙÔ ÎÈÓÔ‡ÌÂÓÔ ÓÂÚfi. A˘Ùfi ‰Â›¯ÓÂÈ fiÙÈ ÙÔ ÓÂÚfi ÎÈÓÂ›Ù·È ÛÙÔÓ ÛˆÏ‹Ó· Î·Ù¿ ÛÙÚÒÌ·Ù· Ù·
ÔÔ›· ¤¯Ô˘Ó ÌÔÚÊ‹ ÔÌÔ·ÍÔÓÈÎÒÓ Î˘ÏÈÓ‰ÚÈÎÒÓ ‰·ÎÙ˘Ï›ˆÓ. OÈ Ù·¯‡ÙËÙÂ˜ ‰‡Ô ÁÂÈÙÔÓÈ-
ÎÒÓ ÛÙÚˆÌ¿ÙˆÓ Â›Ó·È ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¤˜, ¯ˆÚ›˜ ÛˆÌ·Ù›‰È· ÓÂÚÔ‡ ÙÔ˘ ÂÓfi˜ ÛÙÚÒÌ·ÙÔ˜ Ó·
ÌÂÙ·Ê¤ÚÔÓÙ·È ÛÙÔ ¿ÏÏÔ. A˘Ùfi ‰Â›¯ÓÂÈ fiÙÈ, ÛÙÈ˜ ÌÈÎÚ¤˜ Ù·¯‡ÙËÙÂ˜, Ë ÚÔ‹ ÙÔ˘ ÓÂÚÔ‡
Â›Ó·È ÛÙÚˆÙ‹. MÂ ÙËÓ ·‡ÍËÛË ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜, Ë ÚÔ‹ ÙÔ˘ ¯ÚˆÌ·ÙÈÛÌ¤ÓÔ˘ ˘ÁÚÔ‡ ‰È·Ù·-
Ú¿ÛÛÂÙ·È Î·È Ë ¤Á¯ÚˆÌË ÊÏ¤‚· ·fi Â˘ıÂ›· ÌÂÙ·ÙÚ¤ÂÙ·È ÛÂ Î˘Ì·ÙÔÂÈ‰‹. ¶·Ú·¤Ú·
·‡ÍËÛË ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÙÔ˘ ÓÂÚÔ‡, ÂÈÙÂ›ÓÂÈ ÙË ‰È·Ù·Ú·¯‹ Ì¤¯ÚÈ ÛËÌÂ›Ô˘ fiÔ˘ Ë ÓËÌ·-
ÙÔÂÈ‰‹˜ ¤Á¯ÚˆÌË ÊÏ¤‚· Ó· ‰È·Û¿Ù·È ÛÂ Ï‹ıÔ˜ ÛÙÚÔ‚›ÏˆÓ ‹ ‰ÈÓÒÓ, Ë Î›ÓËÛË ÙˆÓ
ÔÔ›ˆÓ Â›Ó·È ·Î·ÓfiÓÈÛÙË. OÈ ‰›ÓÂ˜ ·˘Ù¤˜ ·Ó·ÌÂÈÁÓ‡ÔÓÙ·È, ÏÂ˘ÚÈÎ¿, Î·Ï‡ÙÔÓÙ·˜
ÙÂÏÈÎ¿ ÔÏfiÎÏËÚË ÙË ‰È·ÙÔÌ‹ ÙÔ˘ ÛˆÏ‹Ó·, ÌÂ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· ÙÔÓ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊÔ ¯ÚˆÌ·ÙÈÛÌfi
ÙÔ˘ ÓÂÚÔ‡ ÛÙÔ ÙÂÏÂ˘Ù·›Ô ÙÌ‹Ì· ÙÔ˘ Á˘¿ÏÈÓÔ˘ ÛˆÏ‹Ó·. H ·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂÓË ·Ó¿ÌÂÈÍË
ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ÁÂÈÙÔÓÈÎÒÓ "ÛÙÚˆÌ¿ÙˆÓ" ÙÔ˘ ÓÂÚÔ‡ ·ÔÙÂÏÂ› ÙÔ Î‡ÚÈÔ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎfi
ÁÓÒÚÈÛÌ· ÙË˜ Ù˘Ú‚Ò‰Ô˘˜ ÚÔ‹˜. O Reynolds ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜ ÛˆÏ‹ÓÂ˜ ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎÒÓ
‰È·Ì¤ÙÚˆÓ Î·È ÓÂÚfi ÛÂ ‰È¿ÊÔÚÂ˜ ıÂÚÌÔÎÚ·Û›Â˜, Î·Ù¿ÊÂÚÂ Ó· ‰È·Û·ÊËÓ›ÛÂÈ Ï‹Úˆ˜ Ù·
‰‡Ô Â›‰Ë ÈÍÒ‰Ô˘˜ ÚÔ‹˜ Î·È Ó· ·ÚÔ˘ÛÈ¿ÛÂÈ ÌÈ· ·‰È¿ÛÙ·ÙË ÔÌ¿‰· ÁÂˆÌÂÙÚÈÎÒÓ Î·È
Ê˘ÛÈÎÒÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ, Ë ÔÔ›· Î·È Ê¤ÚÂÈ ÙÔ fiÓÔÌ¿ ÙÔ˘, ˆ˜ ÎÚÈÙ‹ÚÈÔ Ô˘ ¯·Ú·ÎÙËÚ›˙ÂÈ
ÙÔ Â›‰Ô˜ ÙË˜ ÈÍÒ‰Ô˘˜ ÚÔ‹˜. O ·ÚÈıÌfi˜ Reynolds, Re, ÔÚ›˙ÂÙ·È ˆ˜ Ô ÏfiÁÔ˜ ‰˘Ó¿ÌÂˆÓ
·‰Ú·ÓÂ›·˜ ÚÔ˜ ÈÍÒ‰ÂÈ˜ ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜:

(4-2)

°È· ÚÔ‹ ÛÂ ·ÁˆÁfi Î˘ÎÏÈÎ‹˜ ‰È·ÙÔÌ‹˜, Ô ·ÚÈıÌfi˜ Reynolds ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË:

(4-3)

fiÔ˘ d Â›Ó·È Ë ÂÛˆÙÂÚÈÎ‹ ‰È¿ÌÂÙÚÔ˜ ÙÔ˘ ·ÁˆÁÔ‡, ˘ Ë Ì¤ÛË Ù·¯‡ÙËÙ·, Ú Ë ˘ÎÓfiÙËÙ·,
Ì ÙÔ ‰˘Ó·ÌÈÎfi ÈÍÒ‰Â˜ Î·È Ó ÙÔ ÎÈÓËÌ·ÙÈÎfi ÈÍÒ‰Â˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡. 

∏ ÌÂÙ·ÙÚÔ‹ ÙË˜ ÈÍÒ‰Ô˘˜ ÚÔ‹˜ ·fi ÛÙÚˆÙ‹ ÛÂ Ù˘Ú‚Ò‰Ë ıÂˆÚÂ›Ù·È fiÙÈ Á›ÓÂÙ·È fiÙ·Ó Ô
·ÚÈıÌfi˜ Reynolds ˘ÂÚ‚Â› ÌÈ· ÎÚ›ÛÈÌË ÙÈÌ‹, Re = Rec , Ô˘ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÎÚ›ÛÈÌÔ˜

·ÚÈıÌfi˜ Reynolds. ™ÙÈ˜ ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜, fiˆ˜ Î·È ÛÙÔ ·ÚfiÓ ‚È‚Ï›Ô, ˆ˜ ·ÓÒÙÂÚÔ fiÚÈÔ
Â˘ÛÙ¿ıÂÈ·˜ ÙË˜ ÛÙÚˆÙ‹˜ ÚÔ‹˜ ÛÂ ·ÁˆÁfi ıÂˆÚÂ›Ù·È Ë ÙÈÌ‹ Rec = 2000. ™ÙÈ˜ Û˘Ó‹ıÂÈ˜
ÚÔ¤˜ ÛÂ ·ÁˆÁÔ‡˜, Ë ·ÏÏ·Á‹ ÙË˜ ÚÔ‹˜ ·fi ÛÙÚˆÙ‹ ÛÂ Ù˘Ú‚Ò‰Ë Á›ÓÂÙ·È ÛÙËÓ ÂÚÈÔ¯‹
·ÚÈıÌÒÓ Reynolds ·fi 2000 ¤ˆ˜ 4000. Yfi ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜, Ë ÚÔ‹ ÛÂ ·ÁˆÁfi ÌÔ-
ÚÂ› Ó· ·Ú·ÌÂ›ÓÂÈ ÛÙÚˆÙ‹ Î·È ÁÈ· Re � 2000, ·ÏÏ¿ ÌÈ· Ù¤ÙÔÈ· Î·Ù¿ÛÙ·ÛË Â›Ó·È ·ÛÙ·ı‹˜
Î·È, ÌÂ ÙË ÌÈÎÚfiÙÂÚË ‰È·Ù·Ú·¯‹, ÌÂÙ·›ÙÂÈ ÛÂ Ù˘Ú‚Ò‰Ë. °È· Re � 2000, ÔÈ ÂÍˆÙÂÚÈÎ¤˜
‰È·Ù·Ú·¯¤˜ ÙË˜ ÚÔ‹˜, fiÛÔ ÛÔ‚·Ú¤˜ Î·È ·Ó Â›Ó·È ·˘Ù¤˜, ·ÔÛ‚¤ÓÓ˘ÓÙ·È Î·È Ë ÚÔ‹ ÛÙÔÓ
·ÁˆÁfi (ÛÂ Û¯ÂÙÈÎ¿ ÌÂÁ¿ÏÂ˜ ·ÔÛÙ¿ÛÂÈ˜ ·fi ÙÔ ÛÙfiÌÈÔ ÂÈÛfi‰Ô˘) Á›ÓÂÙ·È ÙÂÏÈÎ¿ ÛÙÚˆÙ‹.

™ÎÔfi˜: √ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÌfi˜ ÌÈ·˜ ÚÔ‹˜ ˆ˜ ÛÙÚˆÙ‹˜ ‹ Ù˘Ú‚Ò‰Ô˘˜ ÌÂ ‚¿ÛË ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi Reynolds.

TÔ Úfi‚ÏËÌ·: ¢‡Ô ÚÂ‡Ì·Ù· ¯ÚˆÌ¿ÙˆÓ, ÙÔ ¤Ó· Î›ÙÚÈÓÔ Î·È ÙÔ ¿ÏÏÔ ÎfiÎÎÈÓÔ, ÂÈÛ¤Ú¯ÔÓÙ·È ÛÂ ·ÁˆÁfi
Î˘ÎÏÈÎ‹˜ ‰È·ÙÔÌ‹˜ ÌÂ ÛÙ·ıÂÚ‹ Ù·¯‡ÙËÙ· 2 m / s, fiˆ˜ Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ ™¯‹Ì· ¶4-1. √ ·ÁˆÁfi˜ ¤¯ÂÈ
Ì‹ÎÔ˜ 5 m Î·È ÂÛˆÙÂÚÈÎ‹ ‰È¿ÌÂÙÚÔ 25 cm. Δ› ¯ÚÒÌ· ·Ó·Ì¤ÓÂÙ·È Ó· ¤¯ÂÈ ÙÔ ÚÂ‡Ì· ÚÂ˘ÛÙÔ˘ Ô˘
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¶APA¢EI°MA  4-1

  
Re =



ÂÍ¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔÓ ·ÁˆÁfi, ·Ó Î·È Ù· ‰‡Ô ¯ÚÒ-
Ì·Ù· ¤¯Ô˘Ó ˘ÎÓfiÙËÙ· 800 kg / m3 Î·È ÈÍÒ‰Â˜:
(·) 1 Pa ñ s Î·È (‚) 0,01 Pa ñ s; ™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙË
ıÂˆÚ›· ÙˆÓ ¯ÚˆÌ¿ÙˆÓ, Ë ·Ó¿ÌÂÈÍË Î›ÙÚÈÓÔ˘
ÌÂ ÎfiÎÎÈÓÔ  ¯ÚÒÌ· ‰›ÓÂÈ ÔÚÙÔÎ·Ï›.

§‡ÛË: ¶ÚÔÎÂÈÌ¤ÓÔ˘ Ó· ·ÔÊ·ÓıÔ‡ÌÂ
ÁÈ· ÙÔ ¯ÚÒÌ· ÙÔ˘ ÚÂ‡Ì·ÙÔ˜ Ô˘ ÂÍ¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔÓ ·ÁˆÁfi, Ú¤ÂÈ Ó· ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙÔ Â›‰Ô˜
ÙË˜ ÚÔ‹˜ (ÛÙÚˆÙ‹ ‹ Ù˘Ú‚Ò‰Ë˜). ŒÙÛÈ, ÙÔ ÚÒÙÔ ‚‹Ì· Â›Ó·È Ô ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi˜ ÙÔ˘ ·ÚÈıÌÔ‡
Reynolds ÙË˜ ÚÔ‹˜ ÌÂ ÙË ¯ÚËÛÈÌÔÔ›ËÛË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ (4-3):

(1)

∂ÂÈ‰‹ ÈÛ¯‡ÂÈ Ë Û¯¤ÛË Re � Rec , Ë ÚÔ‹ Â›Ó·È ÛÙÚˆÙ‹. ∞˘Ùfi ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ·Ó¿ÌÂÈÍË
ÙˆÓ ÛˆÌ·ÙÈ‰›ˆÓ ÙˆÓ ‰‡Ô ¯ÚˆÌ¿ÙˆÓ. ÕÚ· ·fi ÙÔ ÛˆÏ‹Ó· ÂÍ¤Ú¯ÔÓÙ·È ‰‡Ô ‰È·ÎÚÈÙ¿ ËÌÈÎ˘ÎÏÈÎ¿
ÚÂ‡Ì·Ù·, ÙÔ ¤Ó· Î›ÙÚÈÓÔ Î·È ÙÔ ¿ÏÏÔ ÎfiÎÎÈÓÔ. ŸÌˆ˜ ÏfiÁˆ ÙË˜ ÌÔÚÈ·Î‹˜ ·Ó¿ÌÂÈÍË˜, Ë ‰ÈÂÈ-
Ê¿ÓÂÈ· ÙˆÓ ‰‡Ô ÚÂ˘Ì¿ÙˆÓ Â›Ó·È ÔÚÙÔÎ·Ï›.

°È· Ì = 0,01 Pa ñ s, Ô ·ÚÈıÌfi˜ Reynolds ÙË˜ ÚÔ‹˜ Â›Ó·È Re = 4 × 10 4. ¢ËÏ·‰‹ ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË
·˘Ù‹, Ë ÚÔ‹ Â›Ó·È Ù˘Ú‚Ò‰Ë˜ (·ÊÔ‡ Re � 2 000). ∞˘Ùfi ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ ˘¿Ú¯ÂÈ ·Ó¿ÌÂÈÍË ÙˆÓ ÛˆÌ·-
ÙÈ‰›ˆÓ ÙˆÓ ‰‡Ô ¯ÚˆÌ¿ÙˆÓ. ÕÚ·, ÙÔ ÚÂ‡Ì· Ô˘ ÂÍ¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ ÛˆÏ‹Ó· Â›Ó·È ÔÚÙÔÎ·Ï›.

∞™Àª¶πE™Δ∏ ∫∞π ™Àª¶π∂™Δ∏ ƒ√∏

∞Û˘Ì›ÂÛÙË ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Ë ÚÔ‹ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ (Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡ ‹ È‰·ÓÈÎÔ‡) Î·Ù¿ ÙËÓ ÔÔ›· ÔÈ
ÌÂÙ·‚ÔÏ¤˜ ÙË˜ ˘ÎÓfiÙËÙ·˜ ÛÂ fiÏË ÙËÓ ¤ÎÙ·ÛË ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ Â›Ó·È ·ÌÂÏËÙ¤Â˜. ∞ÓÙ›-
ıÂÙ·, ·Ó ·˘Ù¤˜ ÔÈ ÌÂÙ·‚ÔÏ¤˜ Â›Ó·È ÛËÌ·ÓÙÈÎ¤˜, Ë ÚÔ‹ ¯·Ú·ÎÙËÚ›˙ÂÙ·È ˆ˜ Û˘ÌÈÂÛÙ‹.

°È· ÙÔ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÌfi ÌÈ·˜ ÚÔ‹˜ ˆ˜ ·Û˘Ì›ÂÛÙË˜ ‹ Û˘ÌÈÂÛÙ‹˜ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÂ›Ù·È ˆ˜
ÎÚÈÙ‹ÚÈÔ Ô ·ÚÈıÌfi˜ Mach, ª, Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË:

(4-4)

∏ Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹ ¤ÎÊÚ·ÛË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ (4-4) Â›Ó·È: 

M = ˘ / · (4-5)

fiÔ˘ ˘ Â›Ó·È Ë ÙÔÈÎ‹ Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Î·È · Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ‹¯Ô˘ ÛÙÔ ÚÂ˘ÛÙfi.
™ÙÈ˜ ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜, ˆ˜ ·Û˘Ì›ÂÛÙË ¯·Ú·ÎÙËÚ›˙ÂÙ·È Ë ÚÔ‹ fiÙ·Ó ÈÛ¯‡ÂÈ Ë Û¯¤ÛË: 

ª � 0,3        {™˘Óı‹ÎË ·Û˘Ì›ÂÛÙË˜ ÚÔ‹˜} (4-6)

Î·È ˆ˜ Û˘ÌÈÂÛÙ‹ ÚÔ‹ fiÙ·Ó Ô ·ÚÈıÌfi˜ Mach Â›Ó·È ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ˜ ·fi 0,3. 

∂ÈÛ‹Ì·ÓÛÂÈ˜

ñ ŸÙ·Ó ÚfiÎÂÈÙ·È Ó· ·ÔÊ·ÓıÔ‡ÌÂ ÁÈ· ÙÔ Â›‰Ô˜ ÌÈ·˜ ÚÔ‹˜, ÂÎÂ›ÓÔ Ô˘ Ú¤ÂÈ Ó·
ÂÍÂÙ¿ÛÔ˘ÌÂ Â›Ó·È ·Ó Ë Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË ÚÔ‹ ÌÔÚÂ› Ó· ıÂˆÚËıÂ› ·Û˘Ì›ÂÛÙË Î·È fi¯È
·Ó ÙÔ ÚÂ˘ÛÙfi Â›Ó·È ·Û˘Ì›ÂÛÙÔ. ΔÔ ÁÂÁÔÓfi˜ fiÙÈ ÌÈ· ÚÔ‹ Â›Ó·È ·Û˘Ì›ÂÛÙË ‰Â Û˘ÓÂ-
¿ÁÂÙ·È Î·Ù’ ·Ó¿ÁÎË fiÙÈ Î·È ÙÔ ÚÂ˘ÛÙfi ı· Â›Ó·È ·Û˘Ì›ÂÛÙÔ.

ñ ™ÙÈ˜ ÚÔ¤˜ ˘ÁÚÒÓ Ô˘ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙Ô˘Ó ÙÂ¯ÓÈÎfi ÂÓ‰È·Ê¤ÚÔÓ, Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ˘ÁÚÔ‡
Â›Ó·È ÌÈÎÚ‹ (Î˘Ì·›ÓÂÙ·È Û˘Ó‹ıˆ˜ ÌÂÙ·Í‡ 1 m / s Î·È 10 m / s). Afi ÙÔ ¿ÏÏÔ Ì¤ÚÔ˜, Ë

 M =
¢˘Ó¿ÌÂÈ̃ ·‰Ú·ÓÂ›·˜

¢˘Ó¿ÌÂÈ̃ Û˘ÌÈÂÛÙfiÙËÙ·˜

‚

  Re =
Ú˘d

Ì
=

(800 kg / m 3) (2 m / s) (0,25 m)

1 Pa ñ s
= 400

·
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Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ‹¯Ô˘ ÛÙ· ˘ÁÚ¿ Â›Ó·È ·ÚÎÂÙ¿ ÌÂÁ¿ÏË (ÙË˜ Ù¿ÍË˜ ÙˆÓ 1000 m / s). ŒÙÛÈ, Ô
·ÚÈıÌfi˜ Mach ÛÙÈ˜ ÚÔ¤˜ ˘ÁÚÒÓ Â›Ó·È ÔÏ‡ ÌÈÎÚfi˜. A˘Ùfi ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ ÔÈ ÚÔ¤˜ ˘ÁÚÒÓ
ÈÎ·ÓÔÔÈÔ‡Ó ÙË Û˘Óı‹ÎË (4-6), Û˘ÓÂÒ˜, ÌÔÚÂ› Ó· ıÂˆÚËıÔ‡Ó ·Û˘Ì›ÂÛÙÂ˜. 

ñ ¢Â Û˘Ì‚·›ÓÂÈ fiÌˆ˜ ÙÔ ›‰ÈÔ Î·È ÌÂ ÙÈ˜ ÚÔ¤˜ ·ÂÚ›ˆÓ, fiÔ˘ Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ·ÂÚ›Ô˘
ÌÔÚÂ› Ó· Â›Ó·È ›ÛË ‹ Î·È ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚË ·fi ÙËÓ Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ‹¯Ô˘ ÛÙÔ ·¤ÚÈÔ. EÔÌ¤Óˆ˜,
ÔÈ ÚÔ¤˜ ·ÂÚ›ˆÓ ‰ÂÓ ÈÎ·ÓÔÔÈÔ‡Ó ¿ÓÙ· ÙË Û˘Óı‹ÎË (4-6), Î¿ÙÈ Ô˘ Ú¤ÂÈ Ó· ÂÏ¤Á¯ÂÙ·È
ÌÂ È‰È·›ÙÂÚË ÚÔÛÔ¯‹. °È· ÙÈ˜ ÚÔ¤˜ ·¤Ú· Ô˘ Û˘Ó·ÓÙÒÓÙ·È ÛÙËÓ Ú¿ÍË, Ë Û˘Óı‹ÎË ·Û˘-
Ì›ÂÛÙË˜ ÚÔ‹˜ ÈÎ·ÓÔÔÈÂ›Ù·È ÁÈ· Ù·¯‡ÙËÙÂ˜ ÌÈÎÚfiÙÂÚÂ˜ ·fi 100 m / s, ·ÊÔ‡ Ë Ù·¯‡ÙËÙ·
ÙÔ˘ ‹¯Ô˘ ÛÙÔÓ ·¤Ú· ÛÙÈ˜ Û˘Ó‹ıÂÈ˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜ Â›Ó·È ÂÚ›Ô˘ 340 m / s.

ñ ™˘ÌÈÂÛÙ¤˜ ÚÔ¤˜ ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È Û˘¯Ó¿ ÛÂ ÔÏÏ¤˜ ÙÂ¯ÓÈÎ¤˜ ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜, fiˆ˜ Â›Ó·È Ù·
‰È¿ÊÔÚ· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· Û˘ÌÈÂÛÌ¤ÓÔ˘ ·¤Ú·, Ë ÌÂÙ·ÊÔÚ¿ ·ÂÚ›ˆÓ ÛÂ ·ÁˆÁÔ‡˜ ˘fi ˘„Ë-
Ï‹ ›ÂÛË, Ù· ÓÂ˘Ì·ÙÈÎ¿ Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· ÂÏ¤Á¯Ô˘ Î.¿. T· Ê·ÈÓfiÌÂÓ· Û˘ÌÈÂÛÙfiÙËÙ·˜
·›˙Ô˘Ó ÔÏ‡ ÛËÌ·ÓÙÈÎfi ÚfiÏÔ ÛÙÔ Û¯Â‰È·ÛÌfi Û˘ÌÈÂÛÙÒÓ, ·ÂÚÈÔÛÙÚÔ‚›ÏˆÓ, ·ÙÌÔ-
ÛÙÚÔ‚›ÏˆÓ, Û‡Á¯ÚÔÓˆÓ ˘ÂÚË¯ËÙÈÎÒÓ ·ÂÚÔÏ¿ÓˆÓ, ÚÔˆıËÙÈÎÒÓ ˘Ú·‡ÏˆÓ Î.Ï.
H Û˘ÌÈÂÛÙ‹ ÚÔ‹ ÂÍÂÙ¿˙ÂÙ·È ‰ÈÂÍÔ‰ÈÎ¿ ÛÙÔ KÂÊ. 15.

™ÎÔfi˜: √ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÌfi˜ ÌÈ·˜ ÚÔ‹˜ ˆ˜ ·Û˘Ì›ÂÛÙË˜ ‹ Û˘ÌÈÂÛÙ‹˜ ÌÂ ‚¿ÛË ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi Mach.

TÔ Úfi‚ÏËÌ·: °È· ÙË ‰È·Î›ÓËÛË ˘‰ÚÔÁfiÓÔ˘, ıÂÚÌÔÎÚ·Û›·˜ 15 ÆC Î·È ›ÂÛË˜ 1 atm, ¯ÚËÛÈÌÔ-
ÔÈÂ›Ù·È ¤Ó·˜ Ê˘ÁÔÎÂÓÙÚÈÎfi˜ ·ÓÂÌÈÛÙ‹Ú·˜, Ë ÊÙÂÚˆÙ‹ ÙÔ˘ ÔÔ›Ô˘ ¤¯ÂÈ ‰È¿ÌÂÙÚÔ 40 cm. ™ÙÈ˜
Û˘Óı‹ÎÂ˜ ·˘Ù¤˜, Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ‹¯Ô˘ ÛÙÔ ˘‰ÚÔÁfiÓÔ Â›Ó·È 1300 m / s. ∞Ó Ë ÊÙÂÚˆÙ‹ ÙÔ˘ ·ÓÂÌÈ-
ÛÙ‹Ú· ÂÚÈÛÙÚ¤ÊÂÙ·È ÌÂ Ù·¯‡ÙËÙ· 20 000 rev / s, ÌÔÚÂ› Ó· Á›ÓÂÈ Ë ·Ú·‰Ô¯‹ fiÙÈ Ù· Ê·ÈÓfiÌÂÓ·
Û˘ÌÈÂÛÙfiÙËÙ·˜ Î·Ù¿ ÙË ÌÂÙ·ÊÔÚ¿ ÙÔ˘ ˘‰ÚÔÁfiÓÔ˘ Â›Ó·È ·ÌÂÏËÙ¤·;

§‡ÛË: °È· Ó· ÌËÓ ÂÌÊ·ÓÈÛÙÔ‡Ó Ê·ÈÓfiÌÂÓ· Û˘ÌÈÂÛÙfiÙËÙ·˜ ÛÂ Î·Ó¤Ó· ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜
ÙÔ˘ ˘‰ÚÔÁfiÓÔ˘, Ú¤ÂÈ Ó· ÈÎ·ÓÔÔÈÂ›Ù·È ·ÓÙÔ‡ Ë Û˘Óı‹ÎË ·Û˘Ì›ÂÛÙË˜ ÚÔ‹˜:

(1)

Δ· ÈÔ Èı·Ó¿ ÛËÌÂ›· Ó· ÂÌÊ·ÓÈÛÙÔ‡Ó Ê·ÈÓfiÌÂÓ· Û˘ÌÈÂÛÙfiÙËÙ·˜ Â›Ó·È Î·Ù¿ Ì‹ÎÔ˜ ÙË˜ ÂÚÈ-
Ê¤ÚÂÈ·˜ ÙË˜ ÊÙÂÚˆÙ‹˜ ÙÔ˘ ·ÓÂÌÈÛÙ‹Ú·, ÛÙ· ÔÔ›· Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ˘ ·ÔÎÙ¿ ÙË Ì¤ÁÈÛÙË ÙÈÌ‹ ÙË˜:

˘ = ˆR (2)

fiÔ˘ ˆ Â›Ó·È Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÂÚÈÛÙÚÔÊ‹˜ Î·È R Ë ·ÎÙ›Ó· ÙË˜ ÊÙÂÚˆÙ‹˜. ∞fi ÙÔ Û˘Ó‰˘·ÛÌfi ÙˆÓ
ÙˆÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ (1) Î·È (2), Ï·Ì‚¿ÓÂÙ·È Ë Û¯¤ÛË:

(3)

¢ËÏ·‰‹, Ë Ì¤ÁÈÛÙË Ù·¯‡ÙËÙ· ÂÚÈÛÙÚÔÊ‹˜ ÙË˜ ÊÙÂÚˆÙ‹˜ (ÛÂ rev / min) ÁÈ· ÙËÓ ÔÔ›· ‰Â ı·
ÂÌÊ·ÓÈÛÙÔ‡Ó Ê·ÈÓfiÌÂÓ· Û˘ÌÈÂÛÙfiÙËÙ·˜ Â›Ó·È:

ˆmax = (1950 rad / s) × (60 s / min) × (1 rev / 2 rad) = 1820 rev / min (4)

Ô˘, fiÌˆ˜, Â›Ó·È ÌÈÎÚfiÙÂÚË ·fi ÙËÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹ Ù·¯‡ÙËÙ· ÙË˜ ÊÙÂÚˆÙ‹˜, ˆ = 20 000 rev / min.
ÕÚ·, ÛÙË Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË ÂÚ›ÙˆÛË, ‰ÂÓ ÈÛ¯‡ÂÈ Ë Û˘Óı‹ÎË ·Û˘Ì›ÂÛÙË˜ ÚÔ‹˜ Î·È, Î·Ù¿ Û˘Ó¤ÂÈ·,
Ù· Ê·ÈÓfiÌÂÓ· Û˘ÌÈÂÛÙfiÙËÙ·˜ ‰ÂÓ Â›Ó·È ‰˘Ó·ÙfiÓ Ó· ·ÁÓÔËıÔ‡Ó.

  ˆ �
3·

10R
=

3 (1300 m / s)

10 (0,20 m)
= 1950 rad / s

  M =
˘

·
� 0,3
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√ª√π√ª√ƒº∏ ∫∞π ∞¡√ª√π√ª√ƒº∏ ƒ√∏ ™∂ ¢π∞Δ√ª∏

°È· ÙËÓ Î·Ù·ÓfiËÛË ÙˆÓ ÂÓÓÔÈÒÓ ·˘ÙÒÓ, ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔÓ fiÁÎÔ ÂÏ¤Á¯Ô˘ (√∂) Ô˘ Ê·›ÓÂ-
Ù·È ÛÙÔ ™¯‹Ì· 4-4·. ∏ ÂÈÊ¿ÓÂÈ· ÂÏ¤Á¯Ô˘ (∂∂) ‰È·ÂÚÓ¿Ù·È ·fi ÙÔ ÚÂ˘ÛÙfi ÛÂ ‰‡Ô
ÙÌ‹Ì·Ù·, ÛÙÈ˜ ı¤ÛÂÈ˜ i (Â›ÛÔ‰Ô˜) Î·È j (¤ÍÔ‰Ô˜). √È Î·Ì‡ÏÂ˜ ˘ i (r ) Î·È ˘ j (r ) ·ÚÈ-
ÛÙ¿ÓÔ˘Ó ÙÈ˜ Î·Ù·ÓÔÌ¤˜ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÛÙÈ˜ ‰È·ÙÔÌ¤˜ ÂÈÛfi‰Ô˘ A i Î·È ÂÍfi‰Ô˘ A j ÙÔ˘
√∂. §fiÁˆ ÙË˜ ÈÍÒ‰Ô˘˜ Ê‡ÛË˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡, Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÌÂÙ·‚¿ÏÏÂÙ·È ·fi ÌË‰¤Ó ÛÙ·
ÛËÌÂ›· Â·Ê‹˜ ÙÔ˘ ÌÂ Ù· ÙÔÈ¯ÒÌ·Ù· (Û˘Óı‹ÎË ÌË ÔÏ›ÛıËÛË˜) ¤ˆ˜ ÌÈ· Ì¤ÁÈÛÙË ÙÈÌ‹
ÛÙÔÓ ¿ÍÔÓ· ÙˆÓ ·ÁˆÁÒÓ. ∏ ·ÎÚÈ‚‹˜ ÌÔÚÊ‹ ÙˆÓ Î·Ì˘ÏÒÓ ˘ i (r ) Î·È ˘ j (r ) ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È
·fi ÙÈ˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜ ÚÔ‹˜ ÛÙÈ˜ ı¤ÛÂÈ˜ i Î·È j, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·. ŸÙ·Ó Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÚÔ‹˜ ÙÔ˘
ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÌÂÙ·‚¿ÏÏÂÙ·È ·fi ÛËÌÂ›Ô ÛÂ ÛËÌÂ›Ô ÛÂ ÌÈ· ‰È·ÙÔÌ‹ ÙË˜ ÂÈÊ¿ÓÂÈ·˜ ÂÏ¤Á¯Ô˘,
Ë ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë ÚÔ‹ ¯·Ú·ÎÙËÚ›˙ÂÙ·È ˆ˜ ·ÓÔÌÔÈfiÌÔÚÊË.

™ÙÈ˜ ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÂ˜ ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜ Á›ÓÂÙ·È Ë ·Ú·‰Ô¯‹ fiÙÈ Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Ô˘
‰È·ÂÚÓ¿ ÌÈ· ‰È·ÙÔÌ‹ ÙË˜ ∂∂ Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚ‹, ›ÛË ÌÂ ÙË Ì¤ÛË ÙÈÌ‹ ÙË˜ [¨4-1], ÛÂ fiÏË
ÙËÓ ¤ÎÙ·ÛË ÙË˜ ‰È·ÙÔÌ‹˜, Ë ÔÔ›· Û˘Ó‹ıˆ˜ ÂÈÏ¤ÁÂÙ·È Ó· Â›Ó·È Î¿ıÂÙË ÛÙËÓ Î‡ÚÈ·
‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË ÚÔ‹˜ (™¯‹Ì· 4-4‚). ∏ ›‰È· ·Ú·‰Ô¯‹ Á›ÓÂÙ·È Î·È ÁÈ· ÙÈ˜ ¿ÏÏÂ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜
ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ (.¯. ÙËÓ ›ÂÛË, ÙË ıÂÚÌÔÎÚ·Û›· Î·È ÙËÓ ˘ÎÓfiÙËÙ·). ŸÙ·Ó ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ
fiÙÈ ÈÛ¯‡ÂÈ ·˘Ùfi, Ë ÚÔ‹ ÛÙË Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË ‰È·ÙÔÌ‹ ¯·Ú·ÎÙËÚ›˙ÂÙ·È ˆ˜ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË.
¡· ÛËÌÂÈˆıÂ› fiÙÈ Ë ÚÔÛ¤ÁÁÈÛË ÙË˜ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË˜ ÚÔ‹˜ ÛÂ ‰È·ÙÔÌ‹ ¤¯ÂÈ Â›‰Ú·ÛË
Î˘Ú›ˆ˜ ÛÙËÓ Ù·¯‡ÙËÙ·, ÏfiÁˆ ÙË˜ ÛËÌ·ÓÙÈÎ‹˜ ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ ÙË˜ ÛÙË ‰È·ÙÔÌ‹.

EÈÛ‹Ì·ÓÛË: ™Ù· ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· ÚÔ‹˜ ÚÂ˘ÛÙÒÓ ÛÂ ÛˆÏËÓÒÛÂÈ˜, ÌÂ Ù· ÔÔ›· ı· ·Û¯Ô-
ÏËıÔ‡ÌÂ ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ·, ı· ˘Ôı¤ÙÔ˘ÌÂ ¿ÓÙ· fiÙÈ Ë ÚÔ‹ Â›Ó·È ÌfiÓÈÌË Î·È ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË
ÛÙÈ˜ ‰È·ÙÔÌ¤˜ ÂÈÛfi‰Ô˘ Î·È ÂÍfi‰Ô˘ ·fi ÙË ÛˆÏ‹ÓˆÛË. ŒÙÛÈ, ·ÎfiÌË Î·È ·Ó ‰ÂÓ ·Ó·Ê¤-
ÚÔÓÙ·È ·˘Ù¤˜ ÔÈ ‰‡Ô ·Ú·‰Ô¯¤˜, ı· ÙÈ˜ ˘ÔÓÔÔ‡ÌÂ ÛÈˆËÚ¿.

ª√¡πª∏ ∫∞π ª∏ ª√¡πª∏ ƒ√∏

ªfiÓÈÌË ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Ë ÚÔ‹ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Î·Ù¿ ÙËÓ ÔÔ›· fiÏÂ˜ ÔÈ ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜
ÛÂ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ ·Ú·Ì¤ÓÔ˘Ó ÛÙ·ıÂÚ¤˜ ÌÂ ÙÔÓ ¯ÚfiÓÔ. ∞˘Ùfi ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ Ë ÌÂÚÈÎ‹
·Ú¿ÁˆÁÔ˜ ÙË˜ Ù˘¯·›·˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜ £ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ¯ÚfiÓÔ Â›Ó·È ÌË‰¤Ó:

(4-7)

∞Ó ‰ÂÓ ÈÛ¯‡ÂÈ Ë Û˘Óı‹ÎË ·˘Ù‹, Ë ÚÔ‹ ¯·Ú·ÎÙËÚ›˙ÂÙ·È ˆ˜ ÌË ÌfiÓÈÌË. ™ËÌÂÈÒÓÂÙ·È fiÙÈ
Ë ÈÛ¯‡˜ ÙË˜ ‰È·ÊÔÚÈÎ‹˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ (4-7) ‰ÂÓ ·ÔÎÏÂ›ÂÈ Ë ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ £ Ó· ÌÂÙ·‚¿ÏÏÂÙ·È

  ∂£

∂t
= 0 {™˘Óı‹ÎË ÌfiÓÈÌË˜ ÚÔ‹˜}
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™¯‹Ì· 4-4 (·) ∞ÓÔÌÔÈfiÌÔÚÊË Î·È (‚) ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË ÚÔ‹ ÛÙÈ˜ ‰È·ÙÔÌ¤˜ Ai Î·È Aj ÙÔ˘ fiÁÎÔ˘ ÂÏ¤Á¯Ô˘.



·fi ÛËÌÂ›Ô ÛÂ ÛËÌÂ›Ô Ì¤Û· ÛÙÔ Â‰›Ô ÚÔ‹˜, ·ÏÏ¿ Ë ÙÈÌ‹ ÙË˜ ÛÂ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘
Â‰›Ô˘ ·Ú·Ì¤ÓÂÈ ÛÙ·ıÂÚ‹. ¢ËÏ·‰‹ ÛÙË ÌfiÓÈÌË ÚÔ‹, Ë ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ £ Â›Ó·È Û˘Ó¿ÚÙËÛË
ÌfiÓÔ ÙˆÓ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ (x, y, z) ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜, £ = £ (x, y, z).

™ÙËÓ ÂÈ‰ÈÎ‹ ÂÚ›ÙˆÛË ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ˘, Ë ÔÔ›· ˆ˜ ÁÓˆÛÙfiÓ Â›Ó·È ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi Ì¤ÁÂıÔ˜,
ÂÎÙfi˜ ·fi ÙÔ Ì¤ÙÚÔ, Ú¤ÂÈ Ó· ·Ú·Ì¤ÓÂÈ ÛÙ·ıÂÚ‹ Î·È Ë Î·ÙÂ‡ı˘ÓÛ‹ ÙË˜ (‰ËÏ·‰‹ Ë
‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË Î·È Ë ÊÔÚ¿ ÙË˜). ™ÙÔ ™¯‹Ì· 4-5 ‰›ÓÔÓÙ·È ‰‡Ô ÛÙÈÁÌÈfiÙ˘· ÌfiÓÈÌË˜ ÚÔ‹˜
ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ‰È·Ì¤ÛÔ˘ ÂÓfi˜ ·Î›ÓËÙÔ˘ fiÁÎÔ˘ ÂÏ¤Á¯Ô˘ ÛÂ ‰‡Ô ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¤˜ ¯ÚÔÓÈÎ¤˜ ÛÙÈÁÌ¤˜

.

EÈÛ‹Ì·ÓÛË: ™Â ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜, Ë ÌË ÌfiÓÈÌË ÚÔ‹ ÌÔÚÂ› Ó· ÌÂÙ·ÙÚ·Â› ÛÂ
ÌfiÓÈÌË ÌÂ Î·Ù¿ÏÏËÏË ·ÏÏ·Á‹ ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ·Ó·ÊÔÚ¿˜, ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔ ÔÔ›Ô ·Ó¿ÁÂÙ·È
Ë Î›ÓËÛË ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡. A˜ ‰Ô‡ÌÂ ¤Ó· ·Ïfi ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· Ù¤ÙÔÈ·˜ ÌÂÙ·ÙÚÔ‹˜. ŒÛÙˆ ¤Ó·
ÏÔÈ¿ÚÈÔ ÙÔ ÔÔ›Ô ÎÈÓÂ›Ù·È ÛÂ ÚË¯‹ Ï›ÌÓË ÌÂ ÛÙ·ıÂÚ‹ Ù·¯‡ÙËÙ· ˘0 (‚Ï. ™¯‹Ì· 4-6).
°È· ·Ú·ÙËÚËÙ‹ Ô˘ ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÛÙËÓ fi¯ıË ÙË˜ Ï›ÌÓË˜, ‰ËÏ·‰‹ ˆ˜ ÚÔ˜ ·Î›ÓËÙÔ
Û‡ÛÙËÌ· ·Ó·ÊÔÚ¿˜ xyz (™¯‹Ì· 4-6·), Ë ÚÔ‹ ÙÔ˘ ÓÂÚÔ‡ ÌÚÔÛÙ¿ ÛÙÔ ÏÔ›Ô Â›Ó·È ÌË
ÌfiÓÈÌË, ÂÂÈ‰‹ ÂÎÂ› ÔÈ Û˘Óı‹ÎÂ˜ ÚÔ‹˜ ÌÂÙ·‚¿ÏÏÔÓÙ·È ÛÂ Û¯¤ÛË ÌÂ ÙÔÓ ·Ú·ÙËÚËÙ‹
Î·È Î¿ıÂ ÛÙÈÁÌ‹ Â›Ó·È ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¤˜. ŒÙÛÈ Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ÓÂÚÔ‡ ÛÂ ¤Ó· ÔÚÈÛÌ¤ÓÔ
ÛËÌÂ›Ô ÙË˜ Ï›ÌÓË˜, .¯. ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô M, Â›Ó·È ÌË‰¤Ó ÚÔÙÔ‡ ÂÚ¿ÛÂÈ ÙÔ ÏÔ›Ô, Î·ÙfiÈÓ
ÌÂÙ·‚¿ÏÏÂÙ·È Î·ıÒ˜ ÏËÛÈ¿˙ÂÈ Î·È ·ÔÌ·ÎÚ‡ÓÂÙ·È ·fi ·˘Ùfi Î·È, Ù¤ÏÔ˜, Ë Ù·¯‡ÙËÙ·
ÚÔ‹˜ Á›ÓÂÙ·È ¿ÏÈ ÌË‰¤Ó ·ÊÔ‡ ÙÔ ÏÔ›Ô ÂÚ¿ÛÂÈ ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô M. H ›‰È· ÚÔ‹, ÁÈ·
·Ú·ÙËÚËÙ‹ Ô˘ ‚Ú›ÛÎÂÙ·È Â¿Óˆ ÛÙÔ ÏÔ›Ô, ‰ËÏ·‰‹ ˆ˜ ÚÔ˜ ÎÈÓÔ‡ÌÂÓÔ Û‡ÛÙËÌ· ·Ó·-
ÊÔÚ¿˜ XYZ (™¯‹Ì· 4-6‚), Â›Ó·È ÌfiÓÈÌË, ·ÊÔ‡ Ù· ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¿ ÙË˜ ÚÔ‹˜ ÌÚÔÛÙ¿ ÛÙÔ
ÏÔ›Ô ‰Â ÌÂÙ·‚¿ÏÏÔÓÙ·È ÛÂ Û¯¤ÛË ÌÂ ÙÔÓ ÎÈÓÔ‡ÌÂÓÔ ·Ú·ÙËÚËÙ‹, .¯. Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘
ÓÂÚÔ‡ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô M Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚ‹. °ÂÓÈÎ¿, fiÙ·Ó ¤Ó· ÛÒÌ· ÎÈÓÂ›Ù·È Ì¤Û· ÛÂ ÚÂ˘ÛÙfi ÌÂ
ÛÙ·ıÂÚ‹ Ù·¯‡ÙËÙ· ˘0, Ë ÚÔ‹ Ô˘ ‰ËÌÈÔ˘ÚÁÂ›Ù·È ·fi ÙËÓ Î›ÓËÛË ÙÔ˘ ÛÒÌ·ÙÔ˜ Â›Ó·È ÌfiÓÈÌË
ˆ˜ ÚÔ˜ Û‡ÛÙËÌ· ·Ó·ÊÔÚ¿˜ ÙÔ ÔÔ›Ô ÎÈÓÂ›Ù·È, Â›ÛË˜, ÌÂ ÛÙ·ıÂÚ‹ Ù·¯‡ÙËÙ· ˘0.
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™¯‹Ì· 4-6 MÂÙ·ÙÚÔ‹ ÚÔ‹˜ ·fi ÌË ÌfiÓÈÌË (·) ÛÂ ÌfiÓÈÌË (‚) ÌÂ ·ÏÏ·Á‹
ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ ·fi ·Î›ÓËÙÔ (xyz) ÛÂ ÎÈÓÔ‡ÌÂÓÔ (XYZ).
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MONO –, ¢I – KAI TPI¢IA™TATH POH

MÔÓÔ‰È¿ÛÙ·ÙË ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Ë ÚÔ‹ ÛÙËÓ ÔÔ›· Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÌÂÙ·‚¿ÏÏÂÙ·È
ˆ˜ ÚÔ˜ Ì›· Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË (¤ÛÙˆ ÙË x1) Î·È, ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤Óˆ˜, ÙÔÓ ¯ÚfiÓÔ:

˘ = ˘ (x1, t)       {MÔÓÔ‰È¿ÛÙ·ÙË ÚÔ‹} (4-8·)

MÔÓÔ‰È¿ÛÙ·ÙË Â›Ó·È .¯. Ë ÚÔ‹ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÌÂÙ·Í‡ ‰‡Ô ·Ú¿ÏÏËÏˆÓ Ï·ÎÒÓ. MÈ· Ù¤ÙÔÈ·
ÚÔ‹ Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ ™¯‹Ì· 4-7·, fiÔ˘ Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÌÂÙ·‚¿ÏÏÂÙ·È ÌfiÓÔÓ ˆ˜ ÚÔ˜ y.

¢È‰È¿ÛÙ·ÙË ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Ë ÚÔ‹ ÛÙËÓ ÔÔ›· Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÌÂÙ·‚¿ÏÏÂÙ·È ˆ˜
ÚÔ˜ ‰‡Ô Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ (¤ÛÙˆ ÙÈ˜ x1, x2) Î·È ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤Óˆ˜ ÙÔÓ ¯ÚfiÓÔ. ¢ËÏ·‰‹:

˘ = ˘ (x1, x2, t) {¢È‰È¿ÛÙ·ÙË ÚÔ‹} (4-8‚)

¢È‰È¿ÛÙ·ÙË Â›Ó·È .¯. Ë ÚÔ‹ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÌÂÙ·Í‡ ‰‡Ô Ï·ÎÒÓ Ô˘ Û˘ÁÎÏ›ÓÔ˘Ó ‹ ·ÔÎÏ›-
ÓÔ˘Ó Î·Ù¿ ÙËÓ Î·ÙÂ‡ı˘ÓÛË ÙË˜ ÚÔ‹˜. MÈ· Ù¤ÙÔÈ· ÚÔ‹ Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ ™¯‹Ì· 4-7‚, fiÔ˘
Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÌÂÙ·‚¿ÏÏÂÙ·È fi¯È ÌfiÓÔÓ ˆ˜ ÚÔ˜ y, ·ÏÏ¿ Î·È ˆ˜ ÚÔ˜ x.

TÚÈ‰È¿ÛÙ·ÙË ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Ë ÚÔ‹ ÛÙËÓ ÔÔ›· Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÌÂÙ·‚¿ÏÏÂÙ·È
Î·È ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÈ˜ ÙÚÂÈ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ (¤ÛÙˆ ÙÈ˜ x1, x2, x3) Î·È ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤Óˆ˜, ÙÔÓ ¯ÚfiÓÔ:

˘ = ˘ (x1, x2, x3, t) {TÚÈ‰È¿ÛÙ·ÙË ÚÔ‹} (4-8Á)

TÚÈ‰È¿ÛÙ·ÙË Â›Ó·È .¯. Ë ÚÔ‹ ÙÔ˘ Î·ÓÔ‡ Ô˘ ÂÍ¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÌÈ· Î·ÌÈÓ¿‰· (™¯‹Ì· 4-7Á).

H Â›Ï˘ÛË ÙˆÓ ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ ÙÚÈ‰È¿ÛÙ·ÙË˜ ÚÔ‹˜ Â›Ó·È ÔÏ‡ ÈÔ ‰‡ÛÎÔÏË ·fi ÂÎÂ›ÓË
ÙˆÓ ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ ‰È‰È¿ÛÙ·ÙË˜ Î·È, Î˘Ú›ˆ˜, ÌÔÓÔ‰È¿ÛÙ·ÙË˜ ÚÔ‹˜. EÂÈ‰‹ fiÏ· Ù· ÚÂ˘ÛÙ¿
ÈÎ·ÓÔÔÈÔ‡Ó ÙË Û˘Óı‹ÎË ÌË ÔÏ›ÛıËÛË˜, Ë Û¯ÂÙÈÎ‹ Ù·¯‡ÙËÙ· ˆ˜ ÚÔ˜ Ù· ÛÙÂÚÂ¿ ÌÂ Ù·
ÔÔ›· ÙÔ ÚÂ˘ÛÙfi ¤Ú¯ÂÙ·È ÛÂ Â·Ê‹ Â›Ó·È ÌË‰¤Ó. TÔ ÁÂÁÔÓfi˜ ·˘Ùfi ¤¯ÂÈ ˆ˜ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· ÔÈ
ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÂ˜ ÚÔ¤˜ Ó· Â›Ó·È ‰È‰È¿ÛÙ·ÙÂ˜ ‹ ÙÚÈ‰È¿ÛÙ·ÙÂ˜. ™ÙËÓ ·Ó¿Ï˘ÛË ÙˆÓ ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ
ÚÔ‹˜, È‰È·›ÙÂÚ· ÛÂ ·ÁˆÁÔ‡˜, ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÂ›Ù·È Û˘¯Ó¿ Ë ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË˜ ÚÔ‹˜ ÛÂ
‰È·ÙÔÌ‹. Ÿˆ˜ Â›Ó·È Ê·ÓÂÚfi, Ë ˘ÈÔı¤ÙËÛË ·˘Ù‹˜
ÙË˜ ·Ú·‰Ô¯‹˜ ÌÂÙ·ÙÚ¤ÂÈ ÌÈ· (Ú·ÁÌ·ÙÈÎ¿) ‰È-
‰È¿ÛÙ·ÙË ÚÔ‹ ÛÂ (˘ÔıÂÙÈÎ¿) ÌÔÓÔ‰È¿ÛÙ·ÙË. °È·
·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ÌÂ ÙË ıÂÒÚËÛË Ì¤ÛˆÓ Ù·¯˘Ù‹ÙˆÓ, Ë
‰È‰È¿ÛÙ·ÙË ÚÔ‹ ÙÔ˘ ™¯‹Ì·ÙÔ˜ 4-4· ÌÂÙ·ÙÚ¤ÂÙ·È
ÛÙË "ÌÔÓÔ‰È¿ÛÙ·ÙË" ÚÔ‹ ÙÔ˘ ™¯‹Ì·ÙÔ˜ 4-4‚.
ŒÙÛÈ, ÛÙËÓ Ú¿ÍË, Ë ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ ÌÔÓÔ‰È¿ÛÙ·ÙË˜
ÚÔ‹˜ Â›Ó·È ÏÈÁfiÙÂÚÔ ÂÚÈÔÚÈÛÙÈÎ‹ Î·È ÂÚÈÏ·Ì-
‚¿ÓÂÈ Î¿ıÂ ÚÔ‹ ÛÙËÓ ÔÔ›· ·ÁÓÔÔ‡ÓÙ·È ÌÂÙ·‚Ô-
Ï¤˜ ÙˆÓ È‰ÈÔÙ‹ÙˆÓ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Î¿ıÂÙ· ÚÔ˜ ÙËÓ
Î‡ÚÈ· ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË ÚÔ‹˜. MÂ ÙË Ó¤· ·˘Ù‹ ıÂÒÚËÛË,
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™¯‹Ì· 4-7 ¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· (·) ÌÔÓÔ‰È¿ÛÙ·ÙË˜ ÚÔ‹˜ Î·È (‚) ‰È‰È¿ÛÙ·ÙË˜ ÚÔ‹˜.

™¯‹Ì· 4-7Á



ÔÈ ÚÔ¤˜ ÚÂ˘ÛÙÒÓ ÛÂ ·ÁˆÁÔ‡˜ Â›Ó·È ÌÔÓÔ‰È¿ÛÙ·ÙÂ˜, ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ· ·fi ÙÔ Û¯‹Ì· ÙÔ˘˜
(Â˘ı‡ÁÚ·ÌÌÔÈ, Î·Ì˘ÏfiÁÚ·ÌÌÔÈ ‹ ÔÊÈÔÂÈ‰Â›˜). T¤ÏÔ˜, ÌÔÓÔ‰È¿ÛÙ·ÙË ıÂˆÚÂ›Ù·È Ë ÚÔ‹
Î·È ÛÂ ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ˜ ÂÈ‰ÈÎ¤˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ fiÔ˘ Ë Î›ÓËÛË ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Â›Ó·È ÚÔÎ·ıÔÚÈ-
ÛÌ¤ÓË, fiˆ˜ .¯. Ë ÚÔ‹ ˘ÁÚÔ‡ ÙÔ ÔÔ›Ô ·Ó·‚Ï‡˙ÂÈ ·fi Ô‹ Ô˘ ˘¿Ú¯ÂÈ ÛÙÔ Ì¤ÛÔ
ÌÈ·˜ Ï¿Î·˜ Î·È ÎÈÓÂ›Ù·È ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ· Â¿Óˆ ÛÂ ·˘Ù‹Ó Î·Ù¿ ÙËÓ ·ÎÙÈÓÈÎ‹ ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË.
™ÙÔ ·ÚfiÓ ‚È‚Ï›Ô, Ô fiÚÔ˜ ÌÔÓÔ‰È¿ÛÙ·ÙË ÚÔ‹ ·Ó·Ê¤ÚÂÙ·È ÛÂ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ ÚÔ‹˜ ÚÂ˘-
ÛÙÒÓ fiÔ˘ ÂÓ‰È·ÊÂÚfiÌ·ÛÙÂ Î˘Ú›ˆ˜ ÁÈ· Ì¤ÛÂ˜ Ù·¯‡ÙËÙÂ˜.

™ÎÔfi˜: O Î·ıÔÚÈÛÌfi˜ ÙË˜ ‰È¿ÛÙ·ÛË˜ ÂÓfi˜ Â‰›Ô˘ ˘ÎÓfiÙËÙ·˜ fiÙ·Ó Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ‹ ¤ÎÊÚ·Û‹ ÙÔ˘.

TÔ Úfi‚ÏËÌ·: TÔ Â‰›Ô ˘ÎÓfiÙËÙ·˜ ÙÔ˘ ·ÙÌÔÛÊ·ÈÚÈÎÔ‡ ·¤Ú· ÎÔÓÙ¿ ÛÙËÓ ¤ÍÔ‰Ô ÙÔ˘ ·ÙÌÔ‡
·fi ¤Ó· ıÂÚÌÔËÏÂÎÙÚÈÎfi ÂÚÁÔÛÙ¿ÛÈÔ ·Ú·ÁˆÁ‹˜ ËÏÂÎÙÚÈÎ‹˜ ÂÓ¤ÚÁÂÈ·˜ ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÙ·È ÈÎ·ÓÔÔÈË-
ÙÈÎ¿ ·fi ÙËÓ ÂÌÂÈÚÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË:

(1)

·. ¶ÔÈ¿ Â›Ó·È Ë ‰È¿ÛÙ·ÛË ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ˘ÎÓfiÙËÙ·˜ ÙÔ˘ ·¤Ú·;
‚. AÓ Ë ÂÍ›ÛˆÛË (1) ÂÎÊÚ·ÛÙÂ› ÛÂ Î˘ÏÈÓ‰ÚÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜, ÌÂÙ·‚¿ÏÏÂÙ·È Ë ‰È¿ÛÙ·ÛË ÙÔ˘

Â‰›Ô˘ ˘ÎÓfiÙËÙ·˜ ÙÔ˘ ·¤Ú·;

§‡ÛË: H ‰È¿ÛÙ·ÛË ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÌÈ·˜ È‰ÈfiÙËÙ·˜ Ù·˘Ù›˙ÂÙ·È ÌÂ ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi ÙˆÓ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤-
ÓˆÓ ·fi ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È Ë Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË È‰ÈfiÙËÙ·. ™ÙËÓ ÚÔÎÂÈÌ¤ÓË ÂÚ›ÙˆÛË, Ë ˘ÎÓfi-
ÙËÙ· Ú ÙÔ˘ ·¤Ú· Â›Ó·È Û˘Ó¿ÚÙËÛË Î·È ÙˆÓ ÙÚÈÒÓ Î·ÚÙÂÛÈ·ÓÒÓ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ (x, y, z):

Ú = Ú (x, y, z) (·-1)

ÕÚ·, ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔ Î·ÚÙÂÛÈ·Ófi Û‡ÛÙËÌ·, ÙÔ Â‰›Ô ˘ÎÓfiÙËÙ·˜ ÙÔ˘ ·¤Ú· Â›Ó·È ÙÚÈ‰È¿ÛÙ·ÙÔ.

°È· Ó· ÌÂÙ·ÙÚ¤„Ô˘ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (1) ·fi Î·ÚÙÂÛÈ·Ó¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ (x, y, z) ÛÂ Î˘ÏÈÓ-
‰ÚÈÎ¤˜ (r, ı, z), ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ (‚Ï, ™¯‹Ì· 1-1‚):

x = r cosı y = r sinı z = z (‚-1)

O 2Ô˜ fiÚÔ˜ ÛÙÔÓ ·Ú·ÓÔÌ·ÛÙ‹ ÙÔ˘ ÎÏ¿ÛÌ·ÙÔ˜ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ (1) ÁÚ¿ÊÂÙ·È:

(x 2 + y 2)1/ 2 = [r 2 (cos 2ı + sin2ı)]1/ 2 = (r 2) 1 / 2 = r (‚-2)

ŒÙÛÈ, Ë ÂÌÂÈÚÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË (1) ÁÚ¿ÊÂÙ·È:

(‚-3)

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (‚-3), Ë ˘ÎÓfiÙËÙ· Ú ÙÔ˘ ·¤Ú· Â›Ó·È Û˘Ó¿ÚÙËÛË ‰‡Ô Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ:

Ú = Ú (r, z)                                                                                            (‚-4)

ÕÚ·, ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔ Î˘ÏÈÓ‰ÚÈÎfi Û‡ÛÙËÌ·, ÙÔ Â‰›Ô ˘ÎÓfiÙËÙ·˜ ÙÔ˘ ·¤Ú· Â›Ó·È ‰È‰È¿ÛÙ·ÙÔ.

  Ú = Ú 0 +
¢Ú
2

r0

r0 + r + e– kz

‚

·

  Ú = Ú 0 +
¢Ú

2

r0

r0 + (x2 + y 2 )1/ 2
+ e– kz
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AÓ‡ÛÌ·Ù· £¤ÛË˜

°È· ÙËÓ ÂÚÈÁÚ·Ê‹ ÙË˜ Î›ÓËÛË˜ ÙˆÓ ÛˆÌ·ÙÈ‰›ˆÓ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÛÙÔÓ 3 - ¯ÒÚÔ, Ú¤ÂÈ Ó·
Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ‹ Ë ·Ó·Ï˘ÙÈÎ‹ ¤ÎÊÚ·ÛË ÙË˜ ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜:

R = R (R0 , t ) (4-9)

fiÔ˘ R Â›Ó·È ÙÔ ¯ˆÚÈÎfi ¿Ó˘ÛÌ·, R0 ÙÔ ˘ÏÈÎfi ¿Ó˘ÛÌ· Î·È t Ô ¯ÚfiÓÔ˜.

Y§IKO ANY™MA

TÔ ˘ÏÈÎfi ¿Ó˘ÛÌ· Î·ıÔÚ›˙ÂÈ ÙËÓ ·Ú¯ÈÎ‹ ı¤ÛË ÙÔ˘ ÎÈÓÔ‡ÌÂÓÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘, ‰ËÏ·‰‹ ÙË
ı¤ÛË ÛÙËÓ ÔÔ›· ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ·˘Ùfi ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t 0 = 0. OÈ ‚·ıÌˆÙ¤˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜
ÙÔ˘ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ R0 Â›Ó·È ÔÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ (x 0 , y 0 , z 0 ) ÙË˜ ·Ú¯ÈÎ‹˜ ı¤ÛË˜ ÙÔ˘ ÛˆÌ·-
ÙÈ‰›Ô˘ ÛÙÔ Â‰›Ô ÚÔ‹˜, ‰ËÏ·‰‹:

R0 = ix0 + jy0 + kz0 (4-10)

EÂÈ‰‹ ‰‡Ô ÎÈÓÔ‡ÌÂÓ· ÛˆÌ·Ù›‰È· ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ‰ÂÓ ÌÔÚÂ› Ó· Î·Ù¤¯Ô˘Ó Ù·˘Ùfi¯ÚÔÓ· ÙËÓ
›‰È· ı¤ÛË ÛÙÔÓ ¯ÒÚÔ, Û˘ÌÂÚ·›ÓÂÙ·È fiÙÈ ·˘Ù¿ ‰ÂÓ Â›Ó·È ‰˘Ó·ÙfiÓ Ó· ¤¯Ô˘Ó ÙÔ ›‰ÈÔ
˘ÏÈÎfi ¿Ó˘ÛÌ· ı¤ÛË˜. ÕÚ·, Î¿ıÂ ÛˆÌ·Ù›‰ÈÔ ÙÔ˘ ÎÈÓÔ‡ÌÂÓÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ¤¯ÂÈ ÙÔ "‰ÈÎfi"
ÙÔ˘ ˘ÏÈÎfi ¿Ó˘ÛÌ· R0 ‹ ÙÈ˜ "‰ÈÎ¤˜" ÙÔ˘ ˘ÏÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ (x 0 , y 0 , z 0 ), ÔÈ ÔÔ›Â˜
·Ú·Ì¤ÓÔ˘Ó ÔÈ ›‰ÈÂ˜ Î·Ù¿ ÙËÓ Î›ÓËÛ‹ ÙÔ˘ Ì¤Û· ÛÙÔ Â‰›Ô ÚÔ‹˜. EÔÌ¤Óˆ˜, ÙÔ ˘ÏÈÎfi
¿Ó˘ÛÌ· R0 ·ÔÙÂÏÂ› ¤Ó· Â›‰Ô˜ "Ù·˘ÙfiÙËÙ·˜" ÁÈ· ÙÔ ıÂˆÚÔ‡ÌÂÓÔ ÛˆÌ·Ù›‰ÈÔ, Ë ÔÔ›·
ÌÔÚÂ› Ó· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈËıÂ› ÁÈ· ÙËÓ "·Ó·ÁÓÒÚÈÛ‹" ÙÔ˘ ÛÂ ÌÂÙ·ÁÂÓ¤ÛÙÂÚÔ˘˜ ¯ÚfiÓÔ˘˜,
·ÊÔ‡ ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t0 ÌfiÓÔ ÙÔ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ ÛˆÌ·Ù›‰ÈÔ ‚ÚÈÛÎfiÙ·Ó ÛÙË ı¤ÛË
(x0, y0, z0), ™ÙÔ ™¯‹Ì· 4-8· ·ÂÈÎÔÓ›˙ÔÓÙ·È ·Ú·ÛÙ·ÙÈÎ¿ Ù· ˘ÏÈÎ¿ ·Ó‡ÛÌ·Ù· ı¤ÛË˜
R0,1, R0,2 Î·È R0,3 ÙÚÈÒÓ ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎÒÓ ÛˆÌ·ÙÈ‰›ˆÓ Ù· ÔÔ›· ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t 0

‚Ú›ÛÎÔÓÙ·Ó ÛÙ· ÛËÌÂ›· (1, 3, 4), (0, 4, 1) Î·È (2, 4, 0), ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.

XøPIKO ANY™MA

TÔ ¯ˆÚÈÎfi ¿Ó˘ÛÌ· Î·ıÔÚ›˙ÂÈ ÙË ı¤ÛË ÙÔ˘ ÎÈÓÔ‡ÌÂÓÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ÛÂ ÌÈ· ‰Â‰ÔÌ¤ÓË
¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t (ÌÂÙ·ÁÂÓ¤ÛÙÂÚË ÙË˜ t 0 ). OÈ ‚·ıÌˆÙ¤˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙÔ˘ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜
ı¤ÛË˜ R Â›Ó·È ÔÈ ¯ˆÚÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ (x, y, z) ÙË˜ ı¤ÛË˜ Ô˘ Î·Ù¤¯ÂÈ ÙÔ ÛˆÌ·Ù›‰ÈÔ

4-2
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x

z

y

R0 

R1

R2

t = t2

t = t1

t = t0
z0

z1

y0 y1
x0

x1

˘

™¯‹Ì· 4-8 (·) YÏÈÎ¿ ·Ó‡ÛÌ·Ù· ı¤ÛË˜ ÙÚÈÒÓ ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎÒÓ ÛˆÌ·ÙÈ‰›ˆÓ Î·È (‚) ÙÔ ˘ÏÈÎfi ¿Ó˘-
ÛÌ· ı¤ÛË˜ R0 Î·È ‰‡Ô ¯ˆÚÈÎ¿ ·Ó‡ÛÌ·Ù· R1 Î·È R2 ÂÓfi˜ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘.

(·) (‚)



ÛÙÔ ¯ÒÚÔ ÙË ÛÙÈÁÌ‹ t, ‰ËÏ·‰‹:

R = ix + jy + kz (4-11)

E›Ó·È ÚÔÊ·Ó¤˜ fiÙÈ ÙÔ ¯ˆÚÈÎfi ¿Ó˘ÛÌ· R ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ Ó· Î¿ÓÂÈ ÌÂ ¤Ó· Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ
ÛˆÌ·Ù›‰ÈÔ ÚÂ˘ÛÙÔ‡, ·ÏÏ¿ ÌÂ ÌÈ· ÔÚÈÛÌ¤ÓË ı¤ÛË ÛÙÔ ¯ÒÚÔ. EÔÌ¤Óˆ˜, ¤Ó· ÎÈÓÔ‡ÌÂÓÔ
ÛˆÌ·Ù›‰ÈÔ ¤¯ÂÈ ¤Ó· ÌfiÓÔ ˘ÏÈÎfi ¿Ó˘ÛÌ·, ·ÏÏ¿ Ï‹ıÔ˜ ¯ˆÚÈÎÒÓ ·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ ı¤ÛË˜.
™ÙÔ ™¯‹Ì· 4-8‚ ¤¯Ô˘Ó Û¯Â‰È·ÛÙÂ› ÙÔ ˘ÏÈÎfi ¿Ó˘ÛÌ· R0 Î·È ‰‡Ô ¯ˆÚÈÎ¿ ·Ó‡ÛÌ·Ù· R1

Î·È R2 Ù· ÔÔ›· ‰Â›¯ÓÔ˘Ó ÙÈ˜ ı¤ÛÂÈ˜ Ô˘ Î·Ù¤¯ÂÈ ÙÔ ÂÈÎÔÓÈ˙fiÌÂÓÔ ÛˆÌ·Ù›‰ÈÔ ÛÙÔ
¯ÒÚÔ ÙÈ˜ ¯ÚÔÓÈÎ¤˜ ÛÙÈÁÌ¤˜ t 0 , t 1 Î·È t 2 , ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.

™Y™XETI™H Y§IKøN KAI XøPIKøN ™YNTETA°MENøN

OÈ ¯ˆÚÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ (x, y, z) ÙË˜ ı¤ÛË˜ Ô˘ Î·Ù¤¯ÂÈ ¤Ó· ÛˆÌ·Ù›‰ÈÔ ÚÂ˘ÛÙÔ‡
ÛÙÔÓ ¯ÒÚÔ, ÌÈ· ‰Â‰ÔÌ¤ÓË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t, Û˘Ó‰¤ÔÓÙ·È ÌÂ ÙÈ˜ ˘ÏÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜
(x0, y0, z 0) ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ÌÂ ÙÈ˜ ·ÎfiÏÔ˘ıÂ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜:

(4-12)

AÓ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿ÛÔ˘ÌÂ Î·Ù¿ ÛÂÈÚ¿ ÙÈ˜ ÙÚÂÈ˜ ‚·ıÌˆÙ¤˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ (4-12) ÌÂ Ù· ÌÔÓ·‰È·›·
·Ó‡ÛÌ·Ù· ‚¿ÛË˜ i, j Î·È k ÙÔ˘ Î·ÚÙÂÛÈ·ÓÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ Î·È ÚÔÛı¤-
ÛÔ˘ÌÂ Î·Ù¿ Ì¤ÏË ÙÈ˜ Ó¤Â˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜, ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË:

(4-13)

fiÔ˘ R Â›Ó·È ÙÔ ¯ˆÚÈÎfi ¿Ó˘ÛÌ· Î·È R0 ÙÔ ˘ÏÈÎfi ¿Ó˘ÛÌ· ı¤ÛË˜ ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘.
H ÂÍ›ÛˆÛË (4-13) ÁÚ¿ÊÂÙ·È ÛÂ Û˘Ó·ÚÙËÛÈ·Î‹ ÌÔÚÊ‹ ˆ˜ ÂÍ‹˜:

R = R(R0, t) = R(x0, y0, z 0, t) (4-14)

H ÙÂÏÂ˘Ù·›· Û¯¤ÛË ÂÎÊÚ¿˙ÂÈ ·Ï¿ ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ fiÙÈ Ë ı¤ÛË ÂÓfi˜ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡
ÛÙÔ Â‰›Ô ÚÔ‹˜ ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ·fi ÙÈ˜ ˘ÏÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ (‰ËÏ·‰‹, ·fi ÙÔ ›‰ÈÔ ÙÔ
ÛˆÌ·Ù›‰ÈÔ) Î·È ÙÔÓ ¯ÚfiÓÔ (Ô˘ ÌÂÛÔÏ¿‚ËÛÂ ·fi ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t 0 Ì¤¯ÚÈ ÙË ıÂˆ-
ÚÔ‡ÌÂÓË ÛÙÈÁÌ‹ t). MÈ· ÏÈÁfiÙÂÚÔ Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹, ·ÏÏ¿ ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÔ Î·Ù·ÓÔËÙ‹, ¤ÎÊÚ·ÛË
ÙË˜ Û˘Ó·ÚÙËÛÈ·Î‹˜ Û¯¤ÛË˜ (4-14) Â›Ó·È Ë ·ÎfiÏÔ˘ıË:

R = R (ÛˆÌ·Ù›‰ÈÔ ÚÂ˘ÛÙÔ‡, t) (4-15)

M¤ıÔ‰ÔÈ ¶ÂÚÈÁÚ·Ê‹˜ ¶Â‰›ˆÓ PÔ‹˜

H Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹ ¤ÎÊÚ·ÛË ÙˆÓ Â‰›ˆÓ ÚÔ‹˜ ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ·fi ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ·Ó·ÊÔÚ¿˜ ˆ˜
ÚÔ˜ ÙÔ ÔÔ›Ô ·Ó¿ÁÂÙ·È Ë Î›ÓËÛË ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡. TÔ Û‡ÛÙËÌ· ·˘Ùfi ÌÔÚÂ› Ó· Â›Ó·È
·Î›ÓËÙÔ (·Î›ÓËÙÔ˜ ·Ú·ÙËÚËÙ‹˜) ‹ Ó· ÎÈÓÂ›Ù·È (ÎÈÓÔ‡ÌÂÓÔ˜ ·Ú·ÙËÚËÙ‹˜) ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔ
ıÂˆÚÔ‡ÌÂÓÔ Â‰›Ô. H Ì¤ıÔ‰Ô˜ ÂÚÈÁÚ·Ê‹˜ ÙˆÓ Â‰›ˆÓ ÚÔ‹˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ·Î›ÓËÙÔ Û‡ÛÙËÌ·
·Ó·ÊÔÚ¿˜ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Ì¤ıÔ‰Ô˜ Euler Î·È ÂÎÂ›ÓË ˆ˜ ÚÔ˜ ÎÈÓÔ‡ÌÂÓÔ Û‡ÛÙËÌ· Ì¤ıÔ‰Ô˜
Lagrange. £· ÂÚÈÁÚ¿„Ô˘ÌÂ ÚÒÙ· ÙË Ì¤ıÔ‰Ô Lagrange Î·È ÌÂÙ¿ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô Euler.

  
RR = RR 0 + dRR

dt
dt

0

t

 
x = x0 + dx

dt
dt

0

t

y = y0 +
dy
dt

dt
0

t

z = z 0 + dz
dt

dt
0

t
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ME£O¢O™ LAGRANGE

K·Ù¿ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô Lagrange, Ô ·Ú·ÙËÚËÙ‹˜ ·Ú·ÎÔÏÔ˘ıÂ› ÙËÓ Î›ÓËÛË ÂÓfi˜ Û˘ÁÎÂÎÚÈ-
Ì¤ÓÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Î·È ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÈ ÙÈ˜ ÌÂÙ·‚ÔÏ¤˜ ÙˆÓ È‰ÈÔÙ‹ÙˆÓ ÙÔ˘ Î·ıÒ˜
·˘Ùfi ÎÈÓÂ›Ù·È Ì¤Û· ÛÙÔ Â‰›Ô ÚÔ‹˜. K·Ù¿ ‰È¿ÚÎÂÈ· ÙË˜ Î›ÓËÛ‹˜ ÙÔ˘, ÙÔ ÛˆÌ·Ù›‰ÈÔ
ÌÔÚÂ› Ó· ·Ú·ÌÔÚÊÒÓÂÙ·È, ·ÏÏ¿ Ë ÔÛfiÙËÙ· Î·È Ù· ÌfiÚÈ· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Ô˘ ÙÔ
·ÔÙÂÏÔ‡Ó ·Ú·Ì¤ÓÔ˘Ó Ù· ›‰È·.

A˜ ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô Lagrange ÁÈ· ÙËÓ ÂÚÈÁÚ·Ê‹ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘
ıÂÚÌÔÎÚ·Û›·˜ ÂÓfi˜ ÎÈÓÔ‡ÌÂÓÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡. ŒÛÙˆ fiÙÈ ·Ú·ÎÔÏÔ˘ıÔ‡ÌÂ ÙËÓ Î›ÓËÛË ÙÔ˘
ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ R0 ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡, ‰ËÏ·‰‹ ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ÙÔ ÔÔ›Ô ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹
t 0 = 0 ‚ÚÈÛÎfiÙ·Ó ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô M0 (x0, y0, z 0) ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ (‚Ï. ™¯‹Ì· 4-9·). K·Ù¿ ÙË ‰È¿Ú-
ÎÂÈ· ÙË˜ Î›ÓËÛ‹˜ ÙÔ˘, ÙÔ ÛˆÌ·Ù›‰ÈÔ R0 (Û‡ÛÙËÌ·) ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÛÂ Û˘ÓÂ¯‹, ıÂÚÌÈÎ‹ ÂÈ-
ÎÔÈÓˆÓ›· ÌÂ Ù· ¿ÏÏ· ÛˆÌ·Ù›‰È· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Ù· ÔÔ›· ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÙÔ ÂÚÈ‚¿ÏÏÔÓ ÙÔ˘.
H ÂÈÎÔÈÓˆÓ›· ·˘Ù‹ ÂÎ‰ËÏÒÓÂÙ·È ÌÂ ·ÓÙ·ÏÏ·Á‹ ÂÓ¤ÚÁÂÈ·˜ ÌÂ ÙË ÌÔÚÊ‹ ıÂÚÌfiÙËÙ·˜, ÂÊfi-
ÛÔÓ ‚¤‚·È· ˘¿Ú¯ÂÈ ‰È·ÊÔÚ¿ ıÂÚÌÔÎÚ·Û›·˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ R0 Î·È ÙÔ˘ ÂÚÈ-
‚¿ÏÏÔÓÙfi˜ ÙÔ˘. H ·ÓÙ·ÏÏ·Á‹ ıÂÚÌfiÙËÙ·˜ ¤¯ÂÈ ˆ˜ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· ÙË ÌÂÙ·‚ÔÏ‹ ÙË˜ ÂÛˆ-
ÙÂÚÈÎ‹˜ ÂÓ¤ÚÁÂÈ·˜ (¿Ú· Î·È ÙË˜ ıÂÚÌÔÎÚ·Û›·˜) ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘, Î·ıÒ˜ ·˘Ùfi ·ÏÏ¿ÛÛÂÈ
Û˘ÓÂ¯Ò˜ ı¤ÛÂÈ˜ Ì¤Û· ÛÙÔ Â‰›Ô ÚÔ‹˜. H ıÂÚÌÔÎÚ·Û›· T ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘, ÛÂ ‰Â‰ÔÌ¤ÓË
¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹, ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ·fi ÙË ı¤ÛË R [ÛËÌÂ›Ô M[(x, y, z)] ÙËÓ ÔÔ›· Î·Ù¤¯ÂÈ ÛÙÔ
¯ÒÚÔ, ÂÎÂ›ÓË ÙË ÛÙÈÁÌ‹, Î·È ÙÔ ¯ÚfiÓÔ t Ô˘ ÌÂÛÔÏ¿‚ËÛÂ ÁÈ· ÙË ÌÂÙ¿‚·Û‹ ÙÔ˘ ·fi ÙËÓ
·Ú¯ÈÎ‹ ı¤ÛË M0 (x0, y0, z 0) ÛÙË ı¤ÛË M(x, y, z), ‰ËÏ·‰‹:

T = T (R, t) (4-16)

ŸÌˆ˜ Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (4-14), Ë ı¤ÛË R ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ÛÙÔ ¯ÒÚÔ ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È
·fi ÙÔ ›‰ÈÔ ÙÔ ÛˆÌ·Ù›‰ÈÔ [‰ËÏ·‰‹ ·fi ÙÔ ˘ÏÈÎfi ¿Ó˘ÛÌ· R0 ‹ ÙÈ˜ ˘ÏÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤-
ÓÂ˜ (x0, y0, z 0) ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘] Î·È ÙÔÓ ¯ÚfiÓÔ t, ÔfiÙÂ Ë ÂÍ›ÛˆÛË (4-16) ÁÚ¿ÊÂÙ·È:

T = T [R (R0, t ), t] = T [x (R0, t), y (R0, t), z (R0, t), t] (4-17)

H ÂÍ›ÛˆÛË ·˘Ù‹ ÌÔÚÂ› Ó· ÁÚ·ÊÙÂ› ÌÂ ÙËÓ ÈÛÔ‰‡Ó·ÌË ÌÔÚÊ‹:

T = T (R0, t ) = T (x 0, y0, z 0, t) (2-18)

H ÙÂÏÂ˘Ù·›· Û¯¤ÛË ‰Â›¯ÓÂÈ fiÙÈ, Î·Ù¿ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô Lagrange, Ë ıÂÚÌÔÎÚ·Û›· ÙÔ˘ ÛˆÌ·-
ÙÈ‰›Ô˘ R0 ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ·fi ÙÈ˜ ˘ÏÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ Î·È ÙÔÓ ¯ÚfiÓÔ. AÏÏ¿, Û‡ÌÊˆ-
Ó· ÌÂ fiÛ· ·Ó·Ê¤Ú·ÌÂ ÛÙËÓ ¨4-2, ÔÈ ˘ÏÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙˆÓ ÛˆÌ·ÙÈ‰›ˆÓ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡
Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚ¤˜, ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜ ÙÔ˘ ¯ÚfiÓÔ˘. A˘Ùfi ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ Î·Ù¿ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô Lagrange, ·fi
ÙÈ˜ Ù¤ÛÛÂÚÈ˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ (x, y, z Î·È t) ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÌÈ·˜ È‰ÈfiÙËÙ·˜, ÌfiÓÔÓ Ô ¯ÚfiÓÔ˜ Â›Ó·È
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·ÓÂÍ¿ÚÙËÙË ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹. EÔÌ¤Óˆ˜, Ë Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹ ¤ÎÊÚ·ÛË Î¿ıÂ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘
ÚÔ‹˜, [EÍ. (4-1)], ˆ˜ ÚÔ˜ ÎÈÓÔ‡ÌÂÓÔ Û‡ÛÙËÌ· ·Ó·ÊÔÚ¿˜ Â›Ó·È ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜:

£ = £ (R0, t ) = £ (x 0, y0, z 0, t) (4-19)

H Ì¤ıÔ‰Ô˜ Lagrange ·ÔÙÂÏÂ› ÙËÓ Î‡ÚÈ· Ì¤ıÔ‰Ô ÂÚÈÁÚ·Ê‹˜ ÙË˜ Î›ÓËÛË˜ ÙˆÓ ÛÙÂÚÂÒÓ
ÛˆÌ¿ÙˆÓ. AÓÙ›ıÂÙ·, Ë ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙË˜ ÌÂıfi‰Ô˘ ·˘Ù‹˜ ÛÙ· ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· ÙË˜ MË¯·ÓÈÎ‹˜
ÙˆÓ PÂ˘ÛÙÒÓ ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È ÂÍ·ÈÚÂÙÈÎ¿ ‰˘Û¯ÂÚ‹˜ ÁÈ· ‰‡Ô Î˘Ú›ˆ˜ ÏfiÁÔ˘˜: ¶ÚÒÙÔÓ,
ÏfiÁˆ ÙË˜ ‰˘ÛÎÔÏ›·˜ (·Ó fi¯È ·‰˘Ó·Ì›·˜) Ù·˘ÙÔÔ›ËÛË˜ Î·È Ù·˘Ùfi¯ÚÔÓË˜ ·Ú·ÎÔÏÔ‡-
ıËÛË˜ ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ ÙˆÓ ÛˆÌ·ÙÈ‰›ˆÓ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡, Î¿ÙÈ Ô˘ Â›Ó·È ··Ú·›ÙËÙÔ ÁÈ·
ÙËÓ Ï‹ÚË ÂÚÈÁÚ·Ê‹ ÙÔ˘ ıÂˆÚÔ‡ÌÂÓÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜. ¢Â‡ÙÂÚÔÓ, Ë ÂÚÈÁÚ·Ê‹ ÙË˜
Î›ÓËÛË˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÌÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô Lagrange, Ô‰ËÁÂ› ÛÂ ÔÏ‡ÏÔÎÂ˜ Ì·ıËÌ·ÙÈÎ¤˜ ÂÍÈ-
ÛÒÛÂÈ˜ Ë Â›Ï˘ÛË ÙˆÓ ÔÔ›ˆÓ Â›Ó·È ·ÚÎÂÙ¿ ‰‡ÛÎÔÏË, ·ÎfiÌË Î·È Û‹ÌÂÚ· fiÔ˘ ÔÈ ˘Ô-
ÏÔÁÈÛÙÈÎ¤˜ Ì·˜ ‰˘Ó·ÙfiÙËÙÂ˜ Â›Ó·È ·˘ÍËÌ¤ÓÂ˜ ÌÂ ÙË ¯ÚËÛÈÌÔÔ›ËÛË ÙˆÓ ËÏÂÎÙÚÔÓÈÎÒÓ
˘ÔÏÔÁÈÛÙÒÓ. ŒÙÛÈ Ë ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙË˜ ÌÂıfi‰Ô˘ Lagrange ÂÚÈÔÚ›˙ÂÙ·È ÛÂ ÔÚÈÛÌ¤Ó· ÂÈ‰ÈÎ¿
ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· ÚÔ‹˜, fiˆ˜ Â›Ó·È .¯. Ë Î›ÓËÛË ÛÙ·ÁfiÓˆÓ ˘ÁÚÔ‡ ‹ Ê˘Û·Ï›‰ˆÓ ·ÂÚ›Ô˘ ÛÂ
ÂÙÂÚÔÁÂÓ‹ ÌÂ›ÁÌ·Ù· ÚÂ˘ÛÙÒÓ, ÌÂ ÂÍ·ÈÚÂÙÈÎ¿ ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·.

™Ù· ÂÚÈÛÛfiÙÂÚ· ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· ÚÔ‹˜, È‰È·›ÙÂÚ· ÙˆÓ ÔÌÔÈÔÁÂÓÒÓ ÚÂ˘ÛÙÒÓ, ‰Â Ì·˜
ÂÓ‰È·Ê¤ÚÂÈ ÙfiÛÔ Ë Û˘ÌÂÚÈÊÔÚ¿ Î¿ıÂ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ¯ˆÚÈÛÙ¿, ·ÏÏ¿ ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÔ ÔÈ Û¯¤-
ÛÂÈ˜ ÙˆÓ È‰ÈÔÙ‹ÙˆÓ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÛÂ ‰È¿ÊÔÚ· ÛËÌÂ›· ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜, Î·ıÒ˜ Î·È ÔÈ
ÌÂÙ·‚ÔÏ¤˜ ÙÔ˘˜ ÌÂ ÙÔÓ ¯ÚfiÓÔ. °È· Ó· ¤¯Ô˘ÌÂ ·˘Ù¤˜ ÙÈ˜ ÏËÚÔÊÔÚ›Â˜ Ë ÂÚÈÁÚ·Ê‹
ÙÔ˘  Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ Ú¤ÂÈ Ó· Á›ÓÂÈ ÌÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô Euler.

ME£O¢O™ EULER

K·Ù¿ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô Euler, Ô ·Ú·ÙËÚËÙ‹˜ ÂÛÙÈ¿˙ÂÈ ÙËÓ ÚÔÛÔ¯‹ ÙÔ˘ ÛÂ ¤Ó· ÔÚÈÛÌ¤ÓÔ
ÛËÌÂ›Ô ‹, Î·Ï‡ÙÂÚ·, ÛÂ ÌÈ· ÔÚÈÛÌ¤ÓË ÂÚÈÔ¯‹ ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ ÛÙ·ıÂÚÔ‡ fiÁÎÔ˘ Î·È ÂÍÂÙ¿˙ÂÈ
ÙÈ˜ ÌÂÙ·‚ÔÏ¤˜ ÙˆÓ È‰ÈÔÙ‹ÙˆÓ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÛÙËÓ ÂÚÈÔ¯‹ ·˘Ù‹, Î·ıÒ˜ Ë ÙÂÏÂ˘Ù·›·
Î·Ù·Ï·Ì‚¿ÓÂÙ·È Û˘ÓÂ¯Ò˜ ·fi ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿ ÛˆÌ·Ù›‰È· ÚÂ˘ÛÙÔ‡.

A˜ ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ ÙÒÚ· fiÙÈ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô Euler ÁÈ· ÙËÓ ÂÚÈÁÚ·Ê‹ ÙÔ˘
›‰ÈÔ˘ Â‰›Ô˘ ıÂÚÌÔÎÚ·Û›·˜, ÙÔ ÔÔ›Ô ÂÚÈÁÚ¿„·ÌÂ ÚÔËÁÔ˘Ì¤Óˆ˜ ÌÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô
Lagrange. ŒÛÙˆ fiÙÈ ·Ú·ÎÔÏÔ˘ıÔ‡ÌÂ ÙË ıÂÚÌÔÎÚ·Û›· T ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô
M(x, y, z) – ‚Ï. ™¯‹Ì· 4-9‚. ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹, ÂÎÂ›ÓÔ Ô˘ ÌÂÙÚ¿ÌÂ Â›Ó·È Ë ıÂÚÌÔ-
ÎÚ·Û›· ÙˆÓ ‰È·‰Ô¯ÈÎÒÓ ÛˆÌ·ÙÈ‰›ˆÓ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Ù· ÔÔ›· ‰È¤Ú¯ÔÓÙ·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô M
ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘. ¶ÚÔÊ·ÓÒ˜ Ë ÙÈÌ‹ ÙË˜ ıÂÚÌÔÎÚ·Û›·˜ T ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ·fi ÙË ı¤ÛË [‰ËÏ·‰‹ ÙÔ
¿Ó˘ÛÌ· R ‹ ÙÈ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ (x, y, z)] ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘ M Î·È ÙÔÓ ¯ÚfiÓÔ t, ‰ËÏ·‰‹:

T = T (R, t) = T (x, y, z, t ) (4-20)

¶ÚÔÊ·ÓÒ˜, Ë ÂÈÏÔÁ‹ ÙË˜ ı¤ÛË˜ R ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ·fi ÙÔÓ ·Ú·ÙËÚËÙ‹. A˘Ùfi ÛËÌ·›ÓÂÈ
fiÙÈ, Î·Ù¿ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô Euler, Î·È ÔÈ Ù¤ÛÛÂÚÈ˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ (x, y, z Î·È t) ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÌÈ·˜
È‰ÈfiÙËÙ·˜ Â›Ó·È ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜. EÔÌ¤Óˆ˜, Ë Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹ ¤ÎÊÚ·ÛË ÙË˜
Ù˘¯·›·˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜ £ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ·Î›ÓËÙÔ Û‡ÛÙËÌ· Â›Ó·È ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜:

£ = £ (R, t) = £ (x, y, z, t ) (4-21)

Afi fiÛ· ·Ó·Ê¤ÚıËÎ·Ó Ì¤¯ÚÈ ÙÒÚ·, Û˘ÌÂÚ·›ÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ë ÂÈÏÔÁ‹ ÙË˜ ÌÂıfi‰Ô˘ ÂÚÈ-
ÁÚ·Ê‹˜ ÂÓfi˜ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ·fi ÙÔ Â›‰Ô˜ ÙˆÓ ÏËÚÔÊÔÚÈÒÓ ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ÂÈ˙Ë-
ÙÔ‡ÌÂ ÁÈ· ÙÔ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ Â‰›Ô. ŒÙÛÈ, ·Ó ÂÎÂ›ÓÔ Ô˘ Ì·˜ ÂÓ‰È·Ê¤ÚÂÈ Ó· Ì¿ıÔ˘ÌÂ Â›Ó·È
Ë ÙÈÌ‹ ÂÓfi˜ ÔÚÈÛÌ¤ÓÔ˘ Ê˘ÛÈÎÔ‡ ÌÂÁ¤ıÔ˘˜ ÛÂ Î¿ÔÈÔ ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ (.¯. Ë ÙÈÌ‹
ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÛÙËÓ ¤ÍÔ‰Ô ÂÓfi˜ ·ÎÚÔÊ˘Û›Ô˘), ÂÈÏ¤ÁÔ˘ÌÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô Euler.
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AÓÙ›ıÂÙ·, ·Ó ÂÓ‰È·ÊÂÚfiÌ·ÛÙÂ Ó· ‰Ô‡ÌÂ Ò˜ ÌÂÙ·‚¿ÏÏÔÓÙ·È ÔÈ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÂÓfi˜ Û˘ÁÎÂÎÚÈ-
Ì¤ÓÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Î·ıÒ˜ ÎÈÓÂ›Ù·È Ì¤Û· ÛÙÔ Â‰›Ô ÚÔ‹˜ (.¯. Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÌÈ·˜
Ê˘Û·Ï›‰·˜ ·¤Ú· Ô˘ ·Ó¤Ú¯ÂÙ·È ÛÂ ˙¤ÔÓ ˘ÁÚfi), ÂÈÏ¤ÁÔ˘ÌÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô Lagrange.

XÚÔÓÈÎ¤˜ ¶·Ú¿ÁˆÁÔÈ º˘ÛÈÎÒÓ MÂÁÂıÒÓ

O Ú˘ıÌfi˜ ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ ÂÓfi˜ Ê˘ÛÈÎÔ‡ ÌÂÁ¤ıÔ˘˜ ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È Ì·ıËÌ·ÙÈÎ¿ ÌÂ ÙËÓ ÚÒÙË
·Ú¿ÁˆÁÔ ÙÔ˘ ÌÂÁ¤ıÔ˘˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ¯ÚfiÓÔ (¯ÚÔÓÈÎ‹ ·Ú¿ÁˆÁÔ˜). H Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹
¤ÎÊÚ·ÛË Î·È Ë Ê˘ÛÈÎ‹ ÛËÌ·Û›· ÙˆÓ ¯ÚÔÓÈÎÒÓ ·Ú·ÁÒÁˆÓ ÙˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ ÂÓfi˜ Â‰›Ô˘
ÚÔ‹˜ ÂÍ·ÚÙÒÓÙ·È ·fi ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ·Ó·ÊÔÚ¿˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔ ÔÔ›Ô ·Ó¿ÁÂÙ·È Ë Î›ÓËÛË ÙÔ˘
ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ‹, ·ÏÏÈÒ˜, ·fi ÙË Ì¤ıÔ‰Ô ÂÚÈÁÚ·Ê‹˜ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘. ø˜ ÙÒÚ· ¤¯Ô˘ÌÂ ÁÓˆÚ›ÛÂÈ
‰‡Ô ÌÂıfi‰Ô˘˜ ÂÚÈÁÚ·Ê‹˜ ÙˆÓ Â‰›ˆÓ ÚÔ‹˜, ÙË Ì¤ıÔ‰Ô Euler Î·È ÙË Ì¤ıÔ‰Ô Lagrange.
K·Ù¿ ÙËÓ ÚÒÙË Ì¤ıÔ‰Ô Ô ·Ú·ÙËÚËÙ‹˜ ·Ú·Ì¤ÓÂÈ ·Î›ÓËÙÔ˜, ÂÓÒ  Î·Ù¿ ÙË ‰Â‡ÙÂÚË
ÎÈÓÂ›Ù·È ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔ Â‰›Ô, ·Ú·ÎÔÏÔ˘ıÒÓÙ·˜ ÙËÓ Î›ÓËÛË ÂÓfi˜ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ˘ ÛˆÌ·-
ÙÈ‰›Ô˘ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡. ¢ËÏ·‰‹, Î·Ù¿ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô Lagrange, Ô ·Ú·ÙËÚËÙ‹˜ ÎÈÓÂ›Ù·È Ì¤Û·
ÛÙÔ Â‰›Ô ÚÔ‹˜ ÌÂ ÙËÓ ›‰È· Ù·¯‡ÙËÙ· Ô˘ ÎÈÓÂ›Ù·È Î·È ÙÔ ÚÂ˘ÛÙfi. ŸÌˆ˜ ÂÎÙfi˜ ·fi
ÙÈ˜ ‰‡Ô ·˘Ù¤˜ ÌÂıfi‰Ô˘˜, ˘¿Ú¯ÂÈ Î·È ÙÚ›ÙË Ì¤ıÔ‰Ô˜ ÂÚÈÁÚ·Ê‹˜ ÙË˜ Î›ÓËÛË˜ ÙˆÓ ÚÂ˘-
ÛÙÒÓ. E›Ó·È Ë Ì¤ıÔ‰Ô˜ Ô˘ ‚·Û›˙ÂÙ·È ÛÙËÓ ÂÏÂ‡ıÂÚË Î›ÓËÛË ÙÔ˘ ·Ú·ÙËÚËÙ‹ Ì¤Û· ÛÙÔ
Â‰›Ô ÚÔ‹˜, ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ· ·fi ÙËÓ Î›ÓËÛË ÙˆÓ ÛˆÌ·ÙÈ‰›ˆÓ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡. ŒÙÛÈ, ·ÊÔ‡ Ë
ÂÚÈÁÚ·Ê‹ ÂÓfi˜ ÎÈÓÔ‡ÌÂÓÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÌÔÚÂ› Ó· Á›ÓÂÈ ÌÂ ÙÚÂÈ˜ ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¤˜ ÌÂıfi-
‰Ô˘˜, ˘¿Ú¯Ô˘Ó Î·È ÙÚ›· Â›‰Ë ¯ÚÔÓÈÎÒÓ ·Ú·ÁÒÁˆÓ ÁÈ· Î¿ıÂ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘
ÚÔ‹˜: Ë ÙÔÈÎ‹, Ë ˘ÏÈÎ‹ Î·È Ë ÔÏÈÎ‹ ·Ú¿ÁˆÁÔ˜.

TO¶IKH ¶APA°ø°O™

H ÙÔÈÎ‹ ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ ÌÈ·˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜ ÂÓfi˜ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ ÂÎÊÚ¿˙ÂÈ ÙÔÓ Ú˘ıÌfi ÌÂÙ·‚Ô-
Ï‹˜ ÙË˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ¤Ó·Ó ·Ú·ÙËÚËÙ‹ Ô ÔÔ›Ô˜ ·Ú·Ì¤ÓÂÈ ·Î›ÓËÙÔ˜ Ì¤Û· ÛÙÔ
Â‰›Ô ÚÔ‹˜ (ÂÚÈÁÚ·Ê‹ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ Î·Ù¿ Euler). A˜ ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ Â‰›Ô ÌÈ·˜ Û˘ÁÎÂ-
ÎÚÈÌ¤ÓË˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜, ¤ÛÙˆ ÙÔ Â‰›Ô ıÂÚÌÔÎÚ·Û›·˜ ÙÔ˘ ·ÙÌÔÛÊ·ÈÚÈÎÔ‡ ·¤Ú· ÛÂ ÌÈ·
ÔÚÈÛÌ¤ÓË ÂÚÈÔ¯‹ ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ (.¯. ÛÙÔ ÏÂÎ·ÓÔ¤‰ÈÔ AÙÙÈÎ‹˜). ™ÙËÓ Î·Ù¿ Euler ıÂÒ-
ÚËÛË, ÙÔ Â‰›Ô ·˘Ùfi ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È Ì·ıËÌ·ÙÈÎ¿ ÌÂ ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ (4-20):

T = T (R, t ) = T (x, y, z, t ) (4-20)

AÓ ·Ú·ÁˆÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙË Û˘Ó·ÚÙËÛÈ·Î‹ Û¯¤ÛË (4-20) ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ¯ÚfiÓÔ, ‰È·ÙËÚÒÓÙ·˜
ÛÙ·ıÂÚfi ÙÔ ¯ˆÚÈÎfi ¿Ó˘ÛÌ· ı¤ÛË˜ R = [x, y, z], ÚÔÎ‡ÙÂÈ:

(4-22)

O ‰Â›ÎÙË˜ R ˘Ô‰ËÏÒÓÂÈ fiÙÈ Ë ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ (dT /dt )R ‰›ÓÂÈ ÙÔÓ Ú˘ıÌfi ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ ÙË˜
ıÂÚÌÔÎÚ·Û›·˜ ÙÔ˘ ·¤Ú· ÛÂ ÌÈ· Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË ı¤ÛË (x, y, z) ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘, ‰ËÏ·‰‹ ‰›ÓÂÈ
ÙÔÓ ÙÔÈÎfi Ú˘ıÌfi ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ ÙË˜ ıÂÚÌÔÎÚ·Û›·˜. °È· ÙÔÓ ÏfiÁÔ ·˘Ùfi, Ë (d /dt )R ÔÓÔÌ¿-
˙ÂÙ·È ÙÔÈÎ‹ ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ Î·È ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÙ·È Û˘Ó‹ıˆ˜ ÌÂ ÙÔ Û‡Ì‚ÔÏÔ ∂ / ∂t.

°È· Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÂÈÚ·Ì·ÙÈÎ¿ ÙËÓ ÙÈÌ‹ ÙË˜ ÙÔÈÎ‹˜ ·Ú·ÁÒÁÔ˘ ÙË˜ ıÂÚÌÔÎÚ·-
Û›·˜, ∂T/∂ t, ÙÔÔıÂÙÔ‡ÌÂ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô M ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ ¤Ó· ıÂÚÌfiÌÂÙÚÔ (·Ú·ÙËÚËÙ‹˜)
Î·È Î·Ù·ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ÂÓ‰Â›ÍÂÈ˜ ÙÔ˘ ÛÙÔÓ ¯ÚfiÓÔ. ™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ¯·Ú¿ÛÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ
Î·Ì‡ÏË ıÂÚÌÔÎÚ·Û›·˜- ¯ÚfiÓÔ˘ Î·È, ÁÈ· Î¿ıÂ ÛÙÈÁÌ‹, ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë

   dT
dt RR

= dT
dt (x, y, z)

= ∂T
∂t

4-4 
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ÎÏ›ÛË (∂T/∂ t) ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜ T(t), Ë ÔÔ›· ‰›ÓÂÈ ÙÔÓ Ú˘ıÌfi ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ ÙË˜ ıÂÚÌÔÎÚ·Û›·˜
ÙÔ˘ ·¤Ú· ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô M ÙË ıÂˆÚÔ‡ÌÂÓË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹. ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹, ÔÈ ÂÓ‰Â›-
ÍÂÈ˜ ÙÔ˘ ıÂÚÌÔÌ¤ÙÚÔ˘ ‰›ÓÔ˘Ó ÙÈ˜ ıÂÚÌÔÎÚ·Û›Â˜ ÙˆÓ ‰È·‰Ô¯ÈÎÒÓ ÛˆÌ·ÙÈ‰›ˆÓ ÙÔ˘ ·¤Ú·
Ù· ÔÔ›· ‰È¤Ú¯ÔÓÙ·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô M(x, y,z) ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ (‚Ï. ™¯‹Ì· 4-9‚).

AÓ ÛÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (4-22) ı¤ÛÔ˘ÌÂ T = £, fiÔ˘ £ Â›Ó·È ÌÈ· ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ ÙÔ˘
Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜, ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ ∂T/∂ t, Ë Ê˘ÛÈÎ‹ ÂÚÌËÓÂ›· ÙË˜ ÔÔ›·˜ Â›Ó·È:

� � (4-23)

Y§IKH ¶APA°ø°O™

H ˘ÏÈÎ‹ ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ ÌÈ·˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜ ÂÓfi˜ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ ÂÎÊÚ¿˙ÂÈ ÙÔÓ Ú˘ıÌfi ÌÂÙ·‚Ô-
Ï‹˜ ÙË˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ¤Ó·Ó ·Ú·ÙËÚËÙ‹ Ô ÔÔ›Ô˜ ÎÈÓÂ›Ù·È Ì¤Û· ÛÙÔ Â‰›Ô
ÚÔ‹˜ ÌÂ ÙËÓ Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ (ÂÚÈÁÚ·Ê‹ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ Î·Ù¿ Lagrange). A˜ ıÂˆ-
Ú‹ÛÔ˘ÌÂ (Î·È Â‰Ò) ÙÔ Â‰›Ô ıÂÚÌÔÎÚ·Û›·˜ ÙÔ˘ ·ÙÌÔÛÊ·ÈÚÈÎÔ‡ ·¤Ú· ÛÙÔ ÏÂÎ·ÓÔ¤‰ÈÔ
AÙÙÈÎ‹˜. ™ÙËÓ Î·Ù¿ Lagrange ıÂÒÚËÛË, ÙÔ Â‰›Ô ·˘Ùfi ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È Ì·ıËÌ·ÙÈÎ¿ ÌÂ ÌÈ·
Û˘Ó·ÚÙËÛÈ·Î‹ Û¯¤ÛË ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ (4-17):

T = T [R (R0, t ), t] = T [x (R0, t ), y (R0, t ), z (R0, t ), t ] (4-17)

AÓ ·Ú·ÁˆÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙË Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË Û¯¤ÛË ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ¯ÚfiÓÔ, ‰È·ÙËÚÒÓÙ·˜ ÛÙ·ıÂÚfi
ÙÔ ˘ÏÈÎfi ¿Ó˘ÛÌ· R0, ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë ÂÍ›ÛˆÛË:

(4-24)

O ‰Â›ÎÙË˜ R0 ˘Ô‰ËÏÒÓÂÈ fiÙÈ Ë ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ (dT /dt)R 0
‰›ÓÂÈ ÙÔÓ Ú˘ıÌfi ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ ÙË˜

ıÂÚÌÔÎÚ·Û›·˜ ÂÓfi˜ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ (ÙÔ˘ R0) ÙÔ˘ ·¤Ú· Î·ıÒ˜ ·˘Ùfi ÎÈÓÂ›-
Ù·È (Î·È ·Ú·ÌÔÚÊÒÓÂÙ·È) Ì¤Û· ÛÙÔ Â‰›Ô ÚÔ‹˜. TÔÓ Ú˘ıÌfi ·˘Ùfi ·ÓÙÈÏ·Ì‚¿ÓÂÙ·È
¤Ó·˜ ÎÈÓÔ‡ÌÂÓÔ˜ ·Ú·ÙËÚËÙ‹˜ Ô ÔÔ›Ô˜ ·ÎÔÏÔ˘ıÂ› ÙËÓ Î›ÓËÛË ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ R0.
EÂÈ‰‹ ÙÔ ˘ÏÈÎfi ¿Ó˘ÛÌ· R0 ‰Â ÌÂÙ·‚¿ÏÏÂÙ·È ÌÂ ÙËÓ Î›ÓËÛË ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘, Ë
(d /d t )R 0

ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ˘ÏÈÎ‹ ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ (‹ Ô˘ÛÈ·ÛÙÈÎ‹ ·Ú¿ÁˆÁÔ˜) Î·È ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÙ·È ÌÂ
ÙÔ Û‡Ì‚ÔÏÔ D/Dt. ™ÙÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ¿ Ì·˜, Ë Ì¤ÙÚËÛË ÙË˜ ˘ÏÈÎ‹˜ ·Ú·ÁÒÁÔ˘ ÙË˜ ıÂÚÌÔ-
ÎÚ·Û›·˜, DT / Dt, ı· ÌÔÚÔ‡ÛÂ Ó· Á›ÓÂÈ ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· .¯. ÂÓfi˜ ıÂÚÌÔÌ¤ÙÚÔ˘ Ô˘
Â›Ó·È ÙÔÔıÂÙËÌ¤ÓÔ ÛÂ ·ÂÚfiÛÙ·ÙÔ ÙÔ ÔÔ›Ô ·Ê‹ÓÂÙ·È Ó· ·Ú·Û˘ÚıÂ› ·fi ÙÈ˜ ÎÈÓÔ‡-
ÌÂÓÂ˜ Ì¿˙Â˜ ÙÔ˘ ·¤Ú·. ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹, ÔÈ ÂÓ‰Â›ÍÂÈ˜ ÙÔ˘ ıÂÚÌÔÌ¤ÙÚÔ˘ ‰›ÓÔ˘Ó ÙË
ıÂÚÌÔÎÚ·Û›· ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ÙÔ˘ ·¤Ú· Ô˘ "ÂÚÈ‚¿ÏÏÂÈ" ÙÔÓ ‚ÔÏ‚fi ÙÔ˘ ıÂÚÌÔÌ¤ÙÚÔ˘
Î·È ÎÈÓÂ›Ù·È "Ì·˙›" ÌÂ ·˘ÙfiÓ Ì¤Û· ÛÙÔ Â‰›Ô ÚÔ‹˜.

A˜ Â·Ó¤ÏıÔ˘ÌÂ ÛÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (4-24). H ÂÍ›ÛˆÛË ·˘Ù‹ ÌÔÚÂ› Ó· ÁÚ·ÊÂ› Î·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:

(4-25)

fiÔ˘ ∂T/∂ t Â›Ó·È Ë ÙÔÈÎ‹ ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ ÙË˜ ıÂÚÌÔÎÚ·Û›·˜. OÈ ·Ú¿ÁˆÁÔÈ ÙˆÓ ¯ˆÚÈÎÒÓ
Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ¯ÚfiÓÔ, ÌÂ ÛÙ·ıÂÚfi ÙÔ ˘ÏÈÎfi ¿Ó˘ÛÌ· R0, Â›Ó·È ›ÛÂ˜ ÌÂ ÙÈ˜
Î·ÚÙÂÛÈ·Ó¤˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ˘x, ˘y Î·È ˘z ÙÔ˘ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ ˘ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÙÔ˘ ·¤Ú· (Ë ÔÔ›·
Â›Ó·È ›ÛË ÌÂ ÙËÓ Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ·Ú·ÙËÚËÙ‹). EÔÌ¤Óˆ˜, Ë ÂÍ›ÛˆÛË (4-25) ÁÚ¿ÊÂÙ·È:

   DT
Dt

=
∂T
∂t

+
∂T
∂x

dx
dt RR 0

+
∂T
∂y

dy
dt RR 0

+
∂T
∂z

dz
dt RR 0

   dT
dt RR 0

= dT
dt RR

+ ∂T
∂x

dx
dt RR 0

+ ∂T
∂y

dy
dt RR 0

+ ∂T
∂z

dz
dt RR 0

TÔÈÎfi˜ Ú˘ıÌfi˜ ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ ÙË˜ ÌÂÙ·‚ÏË-
Ù‹˜ £ ˆ˜ ÚÔ˜ ¤Ó·Ó ·Ú·ÙËÚËÙ‹ Ô ÔÔ›Ô˜
·Ú·Ì¤ÓÂÈ ·Î›ÓËÙÔ˜ Ì¤Û· ÛÙÔ Â‰›Ô ÚÔ‹˜

  ∂£
∂t

=
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(4-26)

AÓ Ï¿‚Ô˘ÌÂ ˘fi„Ë ÙËÓ Î·ÚÙÂÛÈ·Ó‹ ¤ÎÊÚ·ÛË ÙÔ˘ ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ‡ ‰È·ÊÔÚÈÎÔ‡ ÙÂÏÂÛÙ‹ ∇
[EÍ. (1-50), Ë ÂÍ›ÛˆÛË (4-26) ÌÔÚÂ› Ó· ÁÚ·ÊÂ› ˆ˜ ÂÍ‹˜:

(4-27)

O fiÚÔ˜ ˘ ñ ∇T, Ô˘ ÂÌÊ·Ó›˙ÂÙ·È ÛÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ Ì¤ÏÔ˜ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ (4-27), ‰›ÓÂÈ ÙÔÓ Ú˘ı-
Ìfi ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ ÙË˜ ıÂÚÌÔÎÚ·Û›·˜ ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ R0 ÙÔ˘ ·¤Ú· ÏfiÁˆ, ·˘Ù‹˜ Î·ı·˘Ù‹˜,
ÙË˜ Î›ÓËÛË˜ (‹ ÌÂÙ·ÊÔÚ¿˜) ÙÔ˘ Ì¤Û· ÛÙÔÓ ¯ÒÚÔ. TÔ Ì¤ÁÂıÔ˜ ·˘Ù‹˜ ÙË˜ ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜
ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ÙfiÛÔ ·fi ÙËÓ Ù·¯‡ÙËÙ· Î›ÓËÛË˜ ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘, fiÛÔ Î·È ·fi ÙË ‚·ıÌ›‰·
ıÂÚÌÔÎÚ·Û›·˜, ∇T, ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ Ì¤Û· ÛÙÔ ÔÔ›Ô ÎÈÓÂ›Ù·È ÙÔ ÛˆÌ·Ù›‰ÈÔ R0. TÔ ÂÛˆÙÂ-
ÚÈÎfi ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙÔ˘ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ ˘ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ Â› ÙÔÓ ‰È·ÊÔÚÈÎfi ÙÂÏÂÛÙ‹ ∇ Â›Ó·È
¤Ó·˜ Ó¤Ô˜ ‰È·ÊÔÚÈÎfi˜ ÙÂÏÂÛÙ‹˜, Ô ÔÔ›Ô˜ ÂÓÂÚÁÂ› ¿Óˆ ÛÂ ¤Ó· Ê˘ÛÈÎfi Ì¤ÁÂıÔ˜ ÌfiÓÔÓ
fiÙ·Ó ¤¯Ô˘ÌÂ Î›ÓËÛË ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Î·È ‰›ÓÂÈ ÙÔÓ Ú˘ıÌfi ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ ÙÔ˘ ÌÂÁ¤ıÔ˘˜ ·˘ÙÔ‡.
TÔÓ ÙÂÏÂÛÙ‹ ·˘Ùfi ı· ÙÔÓ ÔÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ, ÚÔ˜ ‰È¿ÎÚÈÛË, ÙÂÏÂÛÙ‹ ÌÂÙ·ÊÔÚ¿˜. ŒÙÛÈ, Ô
ÙÂÏÂÛÙ‹˜ ÌÂÙ·ÊÔÚ¿˜ ÙË˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜ £ ÂÓfi˜ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ ¤¯ÂÈ ÙËÓ ·ÎfiÏÔ˘ıË ÛËÌ·Û›·:

˘ ñ ∇£ = � � (4-28)

°È· T = £, ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (4-27) Ï·Ì‚¿ÓÂÙ·È Ë ÁÂÓÈÎ‹ ÌÔÚÊ‹:

(4-29)

H ÂÍ›ÛˆÛË ·˘Ù‹ ‰Â›¯ÓÂÈ fiÙÈ Ë ˘ÏÈÎ‹ ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ ÙË˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜ £ Â›Ó·È ›ÛË ÌÂ ÙÔ ¿ıÚÔÈ-
ÛÌ· ÙË˜ ÙÔÈÎ‹˜ ·Ú·ÁÒÁÔ˘ Î·È ÙÔ˘ ÙÂÏÂÛÙ‹ ÌÂÙ·ÊÔÚ¿˜ ÙË˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜ ·˘Ù‹˜. ¢ËÏ·‰‹, Ë
˘ÏÈÎ‹ ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ D£/Dt ‰›ÓÂÈ ÙÔÓ ÔÏÈÎfi Ú˘ıÌfi ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ ÙË˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜ £ Î·È Â›Ó·È
·˘Ùfi˜ ·ÎÚÈ‚Ò˜ Ô Ú˘ıÌfi˜ (Ô ÔÏÈÎfi˜) ÙÔÓ ÔÔ›Ô ·ÓÙÈÏ·Ì‚¿ÓÂÙ·È ¤Ó·˜ ·Ú·ÙËÚËÙ‹˜ Ô
ÔÔ›Ô˜ ·ÎÔÏÔ˘ıÂ› ÙÔ ÎÈÓÔ‡ÌÂÓÔ ÚÂ˘ÛÙfi:

� � (4-30)

™Â fiÙÈ ·ÊÔÚ¿ ÛÙËÓ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ (4-29), ı· Ú¤ÂÈ Ó· ¤¯Ô˘ÌÂ ˘fi„Ë Ì·˜
fiÙÈ fiÏ· Ù· ÌÂÁ¤ıË Ô˘ ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È ÛÂ ·˘Ù‹Ó ˘ÔÏÔÁ›˙ÔÓÙ·È ÁÈ· ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (x, y, z)
ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ ÛÙÔ ÔÔ›Ô ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÙÔ ÛˆÌ·Ù›‰ÈÔ R0 ÙË ıÂˆÚÔ‡ÌÂÓË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹. 

™Â Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌfi ‰ÂÈÎÙÒÓ, Ë ÁÂÓÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË (4-29) ÁÚ¿ÊÂÙ·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:

(4-31)

AÓ ÛÙËÓ ÙÂÏÂ˘Ù·›· ÂÍ›ÛˆÛË ı¤ÛÔ˘ÌÂ £ = T Î·È ÚÔ¯ˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÛÙËÓ ·Ó¿Ù˘ÍË ÙË˜
Ó¤·˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜, Ï·Ì‚¿ÓÔÓÙ·˜ ˘fi„Ë fiÙÈ Ô i (= x, y, z) Â›Ó·È ¤Ó·˜ Â·Ó·Ï·Ì‚·ÓfiÌÂÓÔ˜
‰Â›ÎÙË˜ [¨1-5], ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë ÂÍ›ÛˆÛË (4-26).

O§IKH ¶APA°ø°O™

H ÔÏÈÎ‹ ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ ÌÈ·˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜ ÂÓfi˜ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ ÂÎÊÚ¿˙ÂÈ ÙÔÓ Ú˘ıÌfi ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜
ÙË˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ¤Ó·Ó ·Ú·ÙËÚËÙ‹ Ô ÔÔ›Ô˜ ÎÈÓÂ›Ù·È Ì¤Û· ÛÙÔ Â‰›Ô ÚÔ‹˜ ·ÓÂ-
Í¿ÚÙËÙ· ·fi ÙËÓ Î›ÓËÛË ÙˆÓ ÛˆÌ·ÙÈ‰›ˆÓ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡. ™ÙÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ¿ Ì·˜, Ë Ì¤ÙÚËÛË

  D£
Dt

=
∂£
∂t

+ ˘i
∂£
∂xi

OÏÈÎfi˜ Ú˘ıÌfi˜ ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ ÙË˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜ £
ˆ˜ ÚÔ˜ ¤Ó·Ó ·Ú·ÙËÚËÙ‹ Ô ÔÔ›Ô˜ ÎÈÓÂ›Ù·È 
ÛÙÔ Â‰›Ô ÚÔ‹˜ ÌÂ ÙËÓ Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡

 D£
Dt

=

   D£
Dt

=
∂£
∂t

+ ˘̆ ñ ∇£

P˘ıÌfi˜ ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ ÙË˜ ÌÂÙ·‚ÏË-
Ù‹˜ £ ÏfiÁˆ Î›ÓËÛË˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡

   DT
Dt

= ∂T
∂t

+ ˘̆ ñ ∇T

  DT
Dt

= ∂T
∂t

+ ˘x
∂T
∂x

+ ˘y
∂T
∂y

+ ˘z
∂T
∂z
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ÙË˜ ÔÏÈÎ‹˜ ·Ú·ÁÒÁÔ˘ ÙË˜ ıÂÚÌÔÎÚ·Û›·˜ ı· ÌÔÚÔ‡ÛÂ Ó· Á›ÓÂÈ ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· .¯. ÂÓfi˜
ıÂÚÌÔÌ¤ÙÚÔ˘ Ô˘ Â›Ó·È ÙÔÔıÂÙËÌ¤ÓÔ ÛÂ ¤Ó· ÂÏÈÎfiÙÂÚÔ, Ë Ù·¯‡ÙËÙ· Î·È Ë Î·ÙÂ‡ı˘ÓÛË
Î›ÓËÛË˜ ÙÔ˘ ÔÔ›Ô˘ Î·ıÔÚ›˙ÔÓÙ·È ·fi ÙÔÓ ÈÏfiÙÔ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ· ·fi ÙÈ˜ ÎÈÓÔ‡ÌÂÓÂ˜ Ì¿˙Â˜
ÙÔ˘ ·¤Ú·. EÔÌ¤Óˆ˜, Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ıÂÚÌÔÌ¤ÙÚÔ˘ (·Ú·ÙËÚËÙ‹˜) Â›Ó·È ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ‹
·fi ÙËÓ Ù·¯‡ÙËÙ· Î›ÓËÛË˜ ÙÔ˘ ·¤Ú·. A˘Ùfi ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ ÔÈ ÂÓ‰Â›ÍÂÈ˜ ÙÔ˘ ıÂÚÌÔÌ¤ÙÚÔ˘ ‰Â
‰›ÓÔ˘Ó ÙË ıÂÚÌÔÎÚ·Û›· ÂÓfi˜ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ (ÂÚ›ÙˆÛË ˘ÏÈÎ‹˜ ·Ú·ÁÒÁÔ˘),
·ÏÏ¿ ÙË ıÂÚÌÔÎÚ·Û›· Ï‹ıÔ˘˜ ÛˆÌ·ÙÈ‰›ˆÓ ·¤Ú· Ù· ÔÔ›· Ô ·Ú·ÙËÚËÙ‹˜ Û˘Ó·ÓÙ¿,
ÂÓÙÂÏÒ˜ Ù˘¯·›·, Î·Ù¿ ÙË ‰È·‰ÚÔÌ‹ ÙÔ˘ Ì¤Û· ÛÙÔ Â‰›Ô ÚÔ‹˜. Yfi ·˘Ù¤˜ ÙÈ˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜,
·ÓÙ› ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ (4-24), Î·Ù·Ï‹ÁÔ˘ÌÂ ÛÙËÓ ·ÎfiÏÔ˘ıË ÂÍ›ÛˆÛË:

(4-32)

fiÔ˘ dT/dt Â›Ó·È Ë ÔÏÈÎ‹ ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ ÙË˜ ıÂÚÌÔÎÚ·Û›·˜. E‰Ò ÔÈ ·Ú¿ÁˆÁÔÈ ÙˆÓ ¯ˆÚÈÎÒÓ
Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ¯ÚfiÓÔ Â›Ó·È ›ÛÂ˜ ÌÂ ÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ wx, wy Î·È wz ÙÔ˘ ·Ó‡-
ÛÌ·ÙÔ˜ w ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÙÔ˘ ·Ú·ÙËÚËÙ‹. EÔÌ¤Óˆ˜, Ë ÂÍ›ÛˆÛË (4-32) ÁÚ¿ÊÂÙ·È:

(4-33)

H ÂÍ›ÛˆÛË ·˘Ù‹ ÌÔÚÂ› Ó· ÁÚ·ÊÂ› Î·È ÌÂ ÙËÓ ÈÛÔ‰‡Ó·ÌË ÌÔÚÊ‹:

(4-34)

°È· T = £, Ë ÙÂÏÂ˘Ù·›· ÂÍ›ÛˆÛË Ï·Ì‚¿ÓÂÈ ÙË ÌÔÚÊ‹:

(4-35)

H ÂÍ›ÛˆÛË (4-35) ‰Â›¯ÓÂÈ fiÙÈ Ë ÔÏÈÎ‹ ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ d£/dt ‰›ÓÂÈ ÙÔÓ ÔÏÈÎfi Ú˘ıÌfi ÌÂÙ·-
‚ÔÏ‹˜ ÙË˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜ £ ÙÔÓ ÔÔ›Ô ·ÓÙÈÏ·Ì‚¿ÓÂÙ·È ¤Ó·˜ ·Ú·ÙËÚËÙ‹˜ Ô ÔÔ›Ô˜ ÎÈÓÂ›Ù·È
Ì¤Û· ÛÙÔ Â‰›Ô ÚÔ‹˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ· ·fi ÙËÓ Î›ÓËÛË ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡:

� � (4-36)

AÓ ÛÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (4-35) ı¤ÛÔ˘ÌÂ w = ˘, ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë ÂÍ›ÛˆÛË (4-29), ‰ËÏ·‰‹ Ë ˘ÏÈÎ‹
·Ú¿ÁˆÁÔ˜ ÂÓfi˜ Ê˘ÛÈÎÔ‡ ÌÂÁ¤ıÔ˘˜ Â›Ó·È ÌÂÚÈÎ‹ ÂÚ›ÙˆÛË ÙË˜ ÔÏÈÎ‹˜ ·Ú·ÁÒÁÔ˘ ÙÔ˘.

™ÎÔfi˜: O ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi˜ ÙÔ˘ Ú˘ıÌÔ‡ ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ ÙˆÓ È‰ÈÔÙ‹ÙˆÓ ÚÔ‹˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ·Ú·ÙËÚËÙ‹
ÎÈÓÔ‡ÌÂÓÔ ÛÙÔ Â‰›Ô ÚÔ‹˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ· ·fi ÙËÓ Î›ÓËÛË ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡.

TÔ Úfi‚ÏËÌ·: ™Ù· Î·ÙÒÙÂÚ· ÛÙÚÒÌ·Ù· ÙË˜ ·ÙÌfiÛÊ·ÈÚ·˜ (Î·È Ì¤¯ÚÈ ‡„Ô˜ 3 km), Ë ıÂÚÌÔÎÚ·-
Û›· ÙÔ˘ ·¤Ú· ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (3-16):

T = T0 – az (1)

fiÔ˘ T0 Â›Ó·È Ë ıÂÚÌÔÎÚ·Û›· ÙÔ˘ Â‰¿ÊÔ˘˜, z Ë Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË ·fiÛÙ·ÛË ·fi ÙËÓ ÂÈÊ¿ÓÂÈ· ÙÔ˘
Â‰¿ÊÔ˘˜ Î·È a ÛÙ·ıÂÚ¿ ›ÛË ÌÂ 9 × 10 –3 ÆC/m. N· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ô Ú˘ıÌfi˜ ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ ÙË˜ ıÂÚÌÔ-
ÎÚ·Û›·˜ ÙÔ˘ ·¤Ú· ÙÔÓ ÔÔ›Ô ·ÓÙÈÏ·Ì‚¿ÓÂÙ·È ¤Ó·˜ ·ÏÂÍÈÙˆÙÈÛÙ‹˜ Î·Ù¿ ÙË ‰È¿ÚÎÂÈ· ÙË˜ ÙÒ-

OÏÈÎfi˜ Ú˘ıÌfi˜ ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ ÙË˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜ £
ˆ˜ ÚÔ˜ ¤Ó·Ó ·Ú·ÙËÚËÙ‹ Ô ÔÔ›Ô˜ ÎÈÓÂ›Ù·È 
ÂÓÙÂÏÒ˜ Ù˘¯·›· Ì¤Û· ÛÙÔ Â‰›Ô ÚÔ‹˜

 d£
dt

=

   d£
dt

=
∂£
∂t

+ ww ñ ∇£

   dT
dt

= ∂T
∂t

+ ww ñ ∇T

  dT
dt

= ∂T
∂t

+ wx
∂T
∂x

+ wy
∂T
∂y

+ wz
∂T
∂z

  dT
dt

= ∂T
∂t

+ ∂T
∂x

dx
dt

+ ∂T
∂y

dy
dt

+ ∂T
∂z

dz
dt
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ÛË˜ ÙÔ˘ ÌÂ: (·) ÎÏÂÈÛÙfi Î·È (‚) ·ÓÔÈ¯Ùfi ·ÏÂÍ›ÙˆÙÔ. H Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÒÛË˜ ÙÔ˘ ·ÏÂÍÈÙˆÙÈÛÙ‹ ÌÂ
ÎÏÂÈÛÙfi ·ÏÂÍ›ÙˆÙÔ Â›Ó·È 300 km / h Î·È ÌÂ ·ÓÔÈ¯Ùfi ·ÏÂÍ›ÙˆÙÔ 20 km / h.

§‡ÛË: ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹, Ô ·Ú·ÙËÚËÙ‹˜ (·ÏÂÍÈÙˆÙÈÛÙ‹˜) ÎÈÓÂ›Ù·È ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ· ·fi ÙÔ
ÚÂ˘ÛÙfi (·¤Ú·˜). EÔÌ¤Óˆ˜, Ô Ú˘ıÌfi˜ ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ ÙË˜ ıÂÚÌÔÎÚ·Û›·˜ ÙÔ˘ ·¤Ú· ÙÔÓ ÔÔ›Ô ·ÓÙÈ-
Ï·Ì‚¿ÓÂÙ·È Ô ·ÏÂÍÈÙˆÙÈÛÙ‹˜ Î·Ù¿ ÙËÓ ÙÒÛË ÙÔ˘ ˘ÔÏÔÁ›˙ÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (4-33):

(2)

Ÿˆ˜ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (1), Ë ıÂÚÌÔÎÚ·Û›· T ÙÔ˘ ·¤Ú· ‰Â ÌÂÙ·‚¿ÏÏÂÙ·È ÌÂ ÙÔÓ ¯ÚfiÓÔ,
¿Ú· Ë ·Ú¿ÁˆÁfi˜ ÙË˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ¯ÚfiÓÔ Â›Ó·È ÌË‰¤Ó:

(3)

EÍ¿ÏÏÔ˘, ÂÂÈ‰‹ Ô ·ÏÂÍÈÙˆÙÈÛÙ‹˜ ÎÈÓÂ›Ù·È Î·Ù¿ ÙË ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË ÙË˜ Î·Ù·ÎÔÚ‡ÊÔ˘ (Ë ÔÔ›·
Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏË ÚÔ˜ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· z), ÔÈ Ù·¯‡ÙËÙÂ˜ wx Î·È wy Â›Ó·È ÌË‰¤Ó:

wx = wy = 0 (4)

ŒÙÛÈ, ÏfiÁˆ ÙˆÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ (3) Î·È (4), Ë ÂÍ›ÛˆÛË (2) ·ÏÔÔÈÂ›Ù·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:

(5)

H ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ ∂T/∂z, Ô˘ ÂÌÊ·Ó›˙ÂÙ·È ÛÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ Ì¤ÏÔ˜ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ (5), ˘ÔÏÔÁ›˙ÂÙ·È ·fi
ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (1) ÌÂ ·Ú·ÁÒÁÈÛ‹ ÙË˜ ˆ˜ ÚÔ˜ z, ‰ËÏ·‰‹:

(6)

§fiÁˆ ÙË˜ ÙÂÏÂ˘Ù·›·˜ Û¯¤ÛË˜, Ë ÂÍ›ÛˆÛË (5) ÁÚ¿ÊÂÙ·È:

(7)

™ÙË Ê¿ÛË ÙË˜ ÙÒÛË˜ ÙÔ˘ ·ÏÂÍÈÙˆÙÈÛÙ‹ ÌÂ ÎÏÂÈÛÙfi ·ÏÂÍ›ÙˆÙÔ, Ë Ù·¯‡ÙËÙ· wz = – 300 km / h.
(TÔ ·ÚÓËÙÈÎfi ÚfiÛËÌÔ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ wz ‰ÈÎ·ÈÔÏÔÁÂ›Ù·È ·Ó Ï¿‚Ô˘ÌÂ ˘fi„Ë fiÙÈ Ô ·ÏÂÍÈÙˆÙÈÛÙ‹˜
ÎÈÓÂ›Ù·È ·ÓÙ›ıÂÙ· ·fi ÙË ıÂÙÈÎ‹ ÊÔÚ¿ ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· z). ŒÙÛÈ, ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (7) ÚÔÎ‡ÙÂÈ:

(·-1)

™ÙË Ê¿ÛË ÙË˜ ÙÒÛË˜ ÙÔ˘ ·ÏÂÍÈÙˆÙÈÛÙ‹ ÌÂ ·ÓÔÈ¯Ùfi ·ÏÂÍ›ÙˆÙÔ, Ë Ù·¯‡ÙËÙ· wz = – 20 km / h,
ÔfiÙÂ ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (7) ÚÔÎ‡ÙÂÈ:

(‚-1)

ÕÚ·, Ô Ú˘ıÌfi˜ ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ ÙË˜ ıÂÚÌÔÎÚ·Û›·˜ ÙÔ˘ ·¤Ú· ÙÔÓ ÔÔ›Ô ·ÓÙÈÏ·Ì‚¿ÓÂÙ·È Ô ·ÏÂÍÈÙˆÙÈÛÙ‹˜
fiÙ·Ó ¤ÊÙÂÈ ÌÂ ÎÏÂÈÛÙfi ·ÏÂÍ›ÙˆÙÔ Â›Ó·È 0,75 ÆC/s Î·È ÌÂ ·ÓÔÈ¯Ùfi ·ÏÂÍ›ÙˆÙÔ 0,05ÆC/s.

  dT
dt

= – 9 × 10 – 3 ÆC
m

– 20 km
h

1 h
3600 s

103 m
1 km

= 0,05 ÆC / s

‚.

  dT
dt

= – 9 ×10 – 3 ÆC
m

– 300
km
h

1 h
3600 s

10 3 m
1 km

= 0,75ÆC/s

·

 dT
dt

= – awz

  ∂T
∂z

= ∂
∂z

(T0 – az) = – a

  dT
dt

= wz
∂T
∂z

  ∂T
∂t

= 0

  dT
dt

= ∂T
∂t

+ wx
∂T
∂x

+ wy
∂T
∂y

+ wz
∂T
∂z
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K›ÓËÛË ™ˆÌ·ÙÈ‰›ˆÓ ÛÂ K·Ì‡ÏË TÚÔ¯È¿

TAXYTHTA

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ¤Ó· ÛˆÌ·Ù›‰ÈÔ ÙÔ ÔÔ›Ô ÎÈÓÂ›Ù·È ÛÙÔÓ ¯ÒÚÔ Î·Ù¿ Ì‹ÎÔ˜ ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜ �
(‚Ï. ™¯‹Ì· 4-10). ŒÛÙˆ fiÙÈ ÙÔ ÛˆÌ·Ù›‰ÈÔ ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô M
Î·È ÌÂÙ¿ ¯ÚfiÓÔ ¢t ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô N. OÈ ı¤ÛÂÈ˜ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ M Î·È N Î·ıÔÚ›˙ÔÓÙ·È ·fi Ù·
·Ó‡ÛÌ·Ù· ı¤ÛË˜ R (t) Î·È R (t + ¢t), ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·. H ÌÂÙ·ÙfiÈÛË ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ Î·Ù¿
ÙÔÓ ¯ÚfiÓÔ ¢t ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÙ·È ·fi ÙÔ ¿Ó˘ÛÌ· MN

—�
(¿Ó˘ÛÌ· ÌÂÙ·ÙfiÈÛË˜), ÙÔ ÔÔ›Ô Â›Ó·È

›ÛÔ ÌÂ ÙËÓ ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹ ‰È·ÊÔÚ¿ ¢R = R (t + ¢t) – R (t). TÔ ¿Ó˘ÛÌ· ¢R / ¢t ‰›ÓÂÈ ÙË Ì¤ÛË

Ù·¯‡ÙËÙ· ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ¯ÚÔÓÈÎÒÓ ÛÙÈÁÌÒÓ t Î·È t + ¢t Î·È ÙÔ fiÚÈÔ ·˘ÙÔ‡ (Î·ıÒ˜ ÙÔ ¢t → 0)
ÙË ÛÙÈÁÌÈ·›· Ù·¯‡ÙËÙ· (‹ ·Ï¿ Ù·¯‡ÙËÙ·), ˘ (t), ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t. ¢ËÏ·‰‹,

(4-37)

‹ ·Ó Ï¿‚Ô˘ÌÂ ˘fi„Ë ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜ ÚÒÙË˜ ·Ú·ÁÒÁÔ˘:

(4-38)

ÕÚ· ÙÔ ¿Ó˘ÛÌ· ˘ (t) ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜, ˆ˜ ›ÛÔ ÌÂ ÙÔ ¿Ó˘ÛÌ· R′ (t) ÙË˜ ÚÒÙË˜ ·Ú·-
ÁÒÁÔ˘ ÙÔ˘ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ ı¤ÛË˜ R (t), ÂÊ¿ÙÂÙ·È ÙË˜ ÙÚÔ¯È¿˜ ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ÛÂ Î¿ıÂ
ÛËÌÂ›Ô ÙË˜ Î·È ‰Â›¯ÓÂÈ ÙËÓ Î·ÙÂ‡ı˘ÓÛË ÙË˜ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë˜ ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜ �.
™ÙÔÓ ¶›Ó·Î· 4-1 ‰›ÓÔÓÙ·È ÔÈ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÛÂ Î·ÚÙÂÛÈ·Ó¤˜ (x, y, z),
Î˘ÏÈÓ‰ÚÈÎ¤˜ (r, ı, z) Î·È ÛÊ·ÈÚÈÎ¤˜ (R, Ê, ı) Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜.

EÈÛ‹Ì·ÓÛË: E¿Ó R0 Â›Ó·È ÙÔ ˘ÏÈÎfi ¿Ó˘ÛÌ· ı¤ÛË˜ ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘, Ë Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹
¤ÎÊÚ·ÛË ÙË˜ ÛÙÈÁÌÈ·›·˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ·˘ÙÔ‡ ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË:

(4-42)

EÂÈ‰‹ ÙÔ ¿Ó˘ÛÌ· R0 ‰Â ÌÂÙ·‚¿ÏÏÂÙ·È Î·Ù¿ ÙËÓ Î›ÓËÛË ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ÛÙÔ Â‰›Ô ÚÔ‹˜,
ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ Ì¤ÏÔ˜ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ (4-15) Â›Ó·È Ë ˘ÏÈÎ‹ ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ ÙÔ˘ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ ı¤ÛË˜ ÙÔ˘
ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘. ŒÙÛÈ, Ë ÂÍ›ÛˆÛË ·˘Ù‹ ı· ÌÔÚÔ‡ÛÂ Ó· ÁÚ·ÊÂ› Î·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:

(4-43)

ŸÌˆ˜, ÛÙË ‚È‚ÏÈÔÁÚ·Ê›·, ÔÈ ˘ÏÈÎ¤˜ ·Ú¿ÁˆÁÔÈ ÙˆÓ ·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ ı¤ÛË˜ Î·È ÙˆÓ Û˘ÓÈ-

  ˘̆ = D RR

Dt

  ˘̆ = dRR

dt RR 0

   ˘̆ (t) = RR′ (t) =
d RR (t)

d t

    ˘̆ (t) = lim
¢t →→0

¢ RR

¢t
= lim

¢t →→0

RR (t + ¢t) – RR (t)
¢t

4-5
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�

˘      (t   )

x

z

y

�
M  

¢R
N

¢R    /      ¢t

R  (t             +        ¢ t    )

R  (t   )

™¯‹Ì· 4-10 T·¯‡ÙËÙ· ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ Ô˘ 
‰È·ÁÚ¿ÊÂÈ Î·Ì‡ÏË ÙÚÔ¯È¿.

¶›Ó·Î·˜ 4-1 EÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÛÙÈÁÌÈ·›·˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜

(4-39)

(4-40)

(4-41)  ˘̆ =
dR
dt

ee R + R
dÊ
dt

ee Ê + R sinÊ
dı
dt

ee ı

  ˘̆ =
dr
dt

ee r + r
dı
dt

ee ı +
dz
dt

kk

  ˘̆ =
dx
dt

ii +
dy
dt

jj +
dz
dt

kk



ÛÙˆÛÒÓ ÙÔ˘˜ ‰ÂÓ ·ÚÈÛÙ¿ÓÔÓÙ·È Û˘Ó‹ıˆ˜ ÌÂ ÙÔÓ ÂÈ‰ÈÎfi Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌfi ÙË˜ ˘ÏÈÎ‹˜ ·Ú·-
ÁÒÁÔ˘. E›ÛË˜, ÁÈ· ÏfiÁÔ˘˜ ·ÏÔ‡ÛÙÂ˘ÛË˜ ÛÙË ÁÚ·Ê‹, fiÙ·Ó ·Ó·ÊÂÚfiÌ·ÛÙÂ ÛÂ ¤Ó·
Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ ÛˆÌ·Ù›‰ÈÔ ÚÂ˘ÛÙÔ‡, ·Ú·ÏÂ›ÂÙ·È Ô ‰Â›ÎÙË˜ R0 ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (4-43).

™ÎÔfi˜: H Â‡ÚÂÛË ÙË˜ ·Ó·Ï˘ÙÈÎ‹˜ ¤ÎÊÚ·ÛË˜ ÂÓfi˜ Â‰›Ô˘ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÛÂ Î˘ÏÈÓ‰ÚÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·Á-
Ì¤ÓÂ˜ Î·È Ë ÌÂÙ·ÙÚÔ‹ ÙË˜ ÛÂ Î·ÚÙÂÛÈ·Ó¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜.

TÔ Úfi‚ÏËÌ·: ŒÓ· ÈÍÒ‰Â˜ ÚÂ˘ÛÙfi ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÌÂÙ·Í‡ ‰‡Ô
·Ú¿ÏÏËÏˆÓ ‰›ÛÎˆÓ, ·ÎÙ›Ó·˜ R, Ô˘ ·¤¯Ô˘Ó ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜
·fiÛÙ·ÛË b (‚Ï. ™¯‹Ì· ¶4-5). O Î¿Ùˆ ‰›ÛÎÔ˜ (ÛÙË ı¤ÛË
z = 0) ·Ú·Ì¤ÓÂÈ ·Î›ÓËÙÔ˜, ÂÓÒ Ô ¿Óˆ ‰›ÛÎÔ˜ ÂÚÈÛÙÚ¤ÊÂ-
Ù·È ÌÂ ÛÙ·ıÂÚ‹ Ù·¯‡ÙËÙ· ˆ. H Î›ÓËÛË ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÛÙÔ
¯ÒÚÔ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ‰‡Ô ‰›ÛÎˆÓ Â›Ó·È Î·ı·Ú¿ ÂÚÈÛÙÚÔÊÈÎ‹
Î·È Ë Ù·¯‡ÙËÙ¿ ÙÔ˘ ÌÂÙ·‚¿ÏÏÂÙ·È ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ
·fiÛÙ·ÛË z ·fi ÙËÓ ÂÈÊ¿ÓÂÈ· ÙÔ˘ Î¿Ùˆ ‰›ÛÎÔ˘. ZËÙÂ›Ù·È Ë
·Ó·Ï˘ÙÈÎ‹ ¤ÎÊÚ·ÛË ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÙË˜ ÚÔ‹˜ ÌÂÙ·Í‡
ÙˆÓ ‰‡Ô ‰›ÛÎˆÓ ÛÂ: (·) Î˘ÏÈÓ‰ÚÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ Î·È
(‚) Î·ÚÙÂÛÈ·Ó¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜.

§‡ÛË: TÔ Â‰›Ô Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È ÛÂ Î˘ÏÈÓ‰ÚÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ˆ˜ ÂÍ‹˜:

˘ = ˘r er + ˘ı eı + ˘z ez (·-1)

fiÔ˘ (˘r, ˘ı, ˘z) Â›Ó·È ÔÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙÔ˘ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ ˘ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Î·È (er , eı, ez)
Ù· ÌÔÓ·‰È·›· ·Ó‡ÛÌ·Ù· ‚¿ÛË˜ ÙÔ˘ Î˘ÏÈÓ‰ÚÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ Î·Ù¿ ÙÈ˜ ‰ÈÂ˘ı‡Ó-
ÛÂÈ˜ r, ı Î·È z, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·. EÂÈ‰‹ Ë ‰Â‰ÔÌ¤ÓË ÚÔ‹ Â›Ó·È Î·ı·Ú¿ ÂÚÈÛÙÚÔÊÈÎ‹, ÔÈ Ù·¯‡ÙËÙÂ˜ ˘r

Î·È ˘z Â›Ó·È ÌË‰¤Ó (˘r = ˘z = 0), ÔfiÙÂ Ë ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË (1) ÁÚ¿ÊÂÙ·È:

˘ = ˘ı eı (·-2)

™ÙË ÁÂÓÈÎ‹ ÂÚ›ÙˆÛË, Ë ˘ı Â›Ó·È Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ r, ı Î·È z:

˘ı = ˘ı (r, ı, z) (·-3)

ŸÌˆ˜ Â‰Ò ÏfiÁˆ Û˘ÌÌÂÙÚ›·˜, Ë ÌÂÙ·‚ÔÏ‹ ÙË˜ ˘ı ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔ ı Â›Ó·È ÌË‰¤Ó, ÔfiÙÂ Ô ·ÚÈıÌfi˜ ÙˆÓ
ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ ·fi ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ÌÔÚÂ› Ó· ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ˘ı ÂÚÈÔÚ›˙ÂÙ·È ÛÂ ‰‡Ô (ÙÈ˜ r Î·È z):

˘ı = ˘ı (r, z) (·-4)

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ Ù· ‰Â‰ÔÌ¤Ó·, Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÌÂÙ·‚¿ÏÏÂÙ·È ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ·fi-
ÛÙ·ÛË z, Û˘ÓÂÒ˜, Ë ·Í›ÛˆÛË (·-4) ÌÔÚÂ› Ó· ÁÚ·ÊÂ› ˆ˜ ÂÍ‹˜:

˘ı = z f (r) + c (·-5)

fiÔ˘ f (r) Â›Ó·È Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙÔ˘ r Î·È c ÛÙ·ıÂÚ¿. °È· ÙËÓ Â‡ÚÂÛË ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ ÙË˜ f (r) Î·È ÙË˜
ÙÈÌ‹˜ ÙË˜ c ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ÙË Û˘Óı‹ÎË ÌË ÔÏ›ÛıËÛË˜, ÔfiÙÂ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ‰‡Ô ÔÚÈ·Î¤˜ Û¯¤ÛÂÈ˜,
Ì›· ÁÈ· ÙËÓ Î¿Ùˆ ÂÈÊ¿ÓÂÈ· (ÛÙË ı¤ÛË z = 0) Î·È Ì›· ÁÈ· ÙËÓ ¿Óˆ ÂÈÊ¿ÓÂÈ· (ÛÙË ı¤ÛË z = b):

˘ı �z = 0 = 0                                   (·-6)    ˘ı �z = b = ˆr (·-7)

Afi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (·-5), ÏfiÁˆ ÙË˜ Û˘Óı‹ÎË˜ (·-6), ÚÔÎ‡ÙÂÈ c = 0, ÔfiÙÂ Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ˘ı Â›Ó·È:

˘ı = z f (r) (·-8)

Afi ÙÔ Û˘Ó‰˘·ÛÌfi ÙˆÓ ‰‡Ô ÙÂÏÂ˘Ù·›ˆÓ Û¯¤ÛÂˆÓ, ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë ¤ÎÊÚ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f (r)
[EÍ. (·-9)], ÔfiÙÂ Ë Û¯¤ÛË (·-8) Ï·Ì‚¿ÓÂÈ ÙÂÏÈÎ¿ ÙË ÌÔÚÊ‹ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ (·-10)

·
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(·-9) (·-10)

ÕÚ·, Ë Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹ ¤ÎÊÚ·ÛË ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÙË˜ ÚÔ‹˜ ÛÂ Î˘ÏÈÓ‰ÚÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ Â›Ó·È:

(·-11)

°È· Ó· ÌÂÙ·ÙÚ¤„Ô˘ÌÂ ÙËÓ ¤ÎÊÚ·ÛË ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ·fi Î˘ÏÈÓ‰ÚÈÎ¤˜ ÛÂ Î·ÚÙÂÛÈ·Ó¤˜
Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜, ·ÓÙÈÎ·ıÈÛÙÔ‡ÌÂ ÙÔ Î˘ÏÈÓ‰ÚÈÎfi ¿Ó˘ÛÌ· ‚¿ÛË˜ eı Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ ÙˆÓ ·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ
‚¿ÛË˜ i Î·È j ÙÔ˘ Î·ÚÙÂÛÈ·ÓÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ (·fi ÙÔÓ ¶›Ó·Î· 1-8):

eı = – sinı i + cosı j (‚-1)

§fiÁˆ ÙË˜ ¤ÎÊÚ·ÛË˜ ·˘Ù‹˜ ÙÔ˘ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ eı, Ë ÂÍ›ÛˆÛË (·-11) ÁÚ¿ÊÂÙ·È :

(‚-2)

TÔ ÂfiÌÂÓÔ ‚‹Ì· Â›Ó·È Ó· ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ‹ÛÔ˘ÌÂ ÛÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (‚-2) ÙÈ˜ Î˘ÏÈÓ‰ÚÈÎ¤˜ ÌÂ ÙÈ˜ Î·ÚÙÂ-
ÛÈ·Ó¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜, ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜ ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜:

x = r cosı y = r sinı z = z (‚-3)

§fiÁˆ ÙˆÓ ÙÂÏÂ˘Ù·›ˆÓ Û¯¤ÛÂˆÓ, Ë ÂÍ›ÛˆÛË (‚-2) Ï·Ì‚¿ÓÂÈ ÙÂÏÈÎ¿ ÙË ÌÔÚÊ‹:

(‚-4)

Ô˘ Â›Ó·È Ë ˙ËÙÔ‡ÌÂÓË ¤ÎÊÚ·ÛË ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÙË˜ ÚÔ‹˜ ÛÂ Î·ÚÙÂÛÈ·Ó¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜.

E¶ITAXYN™H

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ¤Ó· ÛˆÌ·Ù›‰ÈÔ ÙÔ ÔÔ›Ô ÎÈÓÂ›Ù·È ÛÙÔÓ ¯ÒÚÔ Î·Ù¿ Ì‹ÎÔ˜ ÌÈ·˜ Î·Ì‡ÏË˜ �, fiˆ˜
Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ ™¯‹Ì· 4-11. T· ·Ó‡ÛÌ·Ù· ˘ (t) Î·È ˘ (t + ¢t) ·ÚÈÛÙ¿ÓÔ˘Ó ÙÈ˜ ÛÙÈÁÌÈ·›Â˜
Ù·¯‡ÙËÙÂ˜ ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ÙÈ˜ ¯ÚÔÓÈÎ¤˜ ÛÙÈÁÌ¤˜ t Î·È t + ¢t fiÙ·Ó ·˘Ùfi ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi Ù·
ÛËÌÂ›· M Î·È N, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·. H ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹ ‰È·ÊÔÚ¿ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ÌÂÙ·Í‡
ÙˆÓ ı¤ÛÂˆÓ M Î·È N Â›Ó·È ¢˘ = ˘ (t + ¢t) – ˘ (t). TÔ ¿Ó˘ÛÌ· ¢˘ / ¢t ‰›ÓÂÈ ÙË Ì¤ÛË

ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ¯ÚÔÓÈÎÒÓ ÛÙÈÁÌÒÓ t Î·È t + ¢t Î·È ÙÔ fiÚÈÔ ·˘ÙÔ‡ (Î·ıÒ˜ ÙÔ ¢t →
0) ÙË ÛÙÈÁÌÈ·›· ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË (‹ ·Ï¿ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË), a (t), ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t,

(4-44)

‹, ·Ó Ï¿‚Ô˘ÌÂ ˘fi„Ë ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (4-38):

a (t) = ˘′ (t) = R′′(t) (4-45)

ÕÚ·, Ë ÛÙÈÁÌÈ·›· ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË a (t) ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘
Â›Ó·È ›ÛË ÌÂ ÙËÓ ÚÒÙË ·Ú¿ÁˆÁÔ ÙÔ˘ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜
˘ (t) ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ¯ÚfiÓÔ ‹, ÈÛÔ‰‡-
Ó·Ì·, ›ÛË ÌÂ ÙË ‰Â‡ÙÂÚË ·Ú¿ÁˆÁÔ ÙÔ˘ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜
ı¤ÛË˜ R (t) ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ¯ÚfiÓÔ. 

™ÙÔÓ ¶›Ó·Î· 4-2 ‰›ÓÔÓÙ·È ÔÈ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜ ÙË˜ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË˜ ÛÂ Î·ÚÙÂÛÈ·Ó¤˜ (x, y, z),
Î˘ÏÈÓ‰ÚÈÎ¤˜ (r, ı, z) Î·È ÛÊ·ÈÚÈÎ¤˜ (R, Ê, ı ) Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜. ŸÛÔÓ ·ÊÔÚ¿ ÛÙËÓ

    aa (t) = lim
¢t →→0

˘̆ (t + ¢t) – ˘̆ (t)
¢t

= lim
¢t →→0

¢˘̆

¢t
=

d ˘̆

d t

  
˘̆ = –

ˆyz
b

ii +
ˆxz

b
jj

  
˘̆ = –

ˆz
b

r sinı ii +
ˆz
b

r cosı jj

‚

  
˘̆ =

ˆrz
b

ee ı

 ˘ı =
ˆrz
b

 f(r) =
ˆr
b
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˘      (t   )

x

z

y

M  
N

¢
˘
    /      ¢

t

R  (t             +        ¢ t    )

R  (t   )

a  (t   )

˘      (t   )

¢˘

˘  (t             +        ¢ t    )

™¯‹Ì· 4-11 EÈÙ¿¯˘ÓÛË ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘
ÙÔ ÔÔ›Ô ‰È·ÁÚ¿ÊÂÈ Î·Ì‡ÏË ÙÚÔ¯È¿.



Î·ÙÂ‡ı˘ÓÛË ÙÔ˘ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ a ÙË˜ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË˜, ÛËÌÂÈÒÓÂÙ·È fiÙÈ ÁÂÓÈÎ¿ ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ ÙËÓ
›‰È· Î·ÙÂ‡ı˘ÓÛË ÌÂ ÙÔ ¿Ó˘ÛÌ· ˘ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜. TÔ ¿Ó˘ÛÌ· a ¤¯ÂÈ ¿ÓÙ· ÙËÓ ›‰È·
Î·ÙÂ‡ı˘ÓÛË ÌÂ ÙÔ ¿Ó˘ÛÌ· ¢˘ Î·È, ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË Î·Ì˘ÏfiÁÚ·ÌÌË˜ Î›ÓËÛË˜,
Î·ÙÂ˘ı‡ÓÂÙ·È ÚÔ˜ ÙÔ ÎÔ›ÏÔ Ì¤ÚÔ˜ ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜.

EÈÙÚfi¯ÈÔ˜ Î·È KÂÓÙÚÔÌfiÏÔ˜ EÈÙ¿¯˘ÓÛË: TÔ ¿Ó˘ÛÌ· a ÙË˜ ÛÙÈÁÌÈ·›·˜ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË˜ ÂÓfi˜ ÎÈ-
ÓÔ‡ÌÂÓÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ Â›Ó·È ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ‰‡Ô ÔÚıÔÁÒÓÈˆÓ ·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ, ÂÓfi˜ ÂÊ·ÙfiÌÂÓÔ˘
ÛÙËÓ ÙÚÔ¯È¿ ÙÔ˘ Î·È ÂÓfi˜ Î¿ıÂÙÔ˘ ÛÂ ·˘Ù‹Ó (™¯‹Ì· 4-12):

a (t) = ·Â Â + ·n n (4-49)

TÔ ÂÊ·ÙfiÌÂÓÔ ¿Ó˘ÛÌ· ·Â Â ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÂÈÙÚfi¯ÈÔ˜ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË Î·È ÙÔ Î¿ıÂÙÔ ¿Ó˘ÛÌ·
·n n ÎÂÓÙÚÔÌfiÏÔ˜ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË. H ÂÈÙÚfi¯ÈÔ˜ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ÚÔ¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙË ÌÂÙ·‚ÔÏ‹
ÙÔ˘ Ì¤ÙÚÔ˘ ÙÔ˘ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ ˘ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘, ÂÓÒ Ë ÎÂÓÙÚÔÌfiÏÔ˜
ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ·fi ÙË ÌÂÙ·‚ÔÏ‹ ÙË˜ Î·ÙÂ‡ı˘ÓÛË˜ ·˘ÙÔ‡. EÔÌ¤Óˆ˜, fiÙ·Ó ¤Ó· ÛˆÌ·Ù›‰ÈÔ
ÎÈÓÂ›Ù·È ÛÂ Î·Ì‡ÏË ÙÚÔ¯È¿ ¤¯ÂÈ ¿ÓÙ· ÌË ÌË‰ÂÓÈÎ‹ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË, ·ÎfiÌË Î·È fiÙ·Ó ÙÔ
Ì¤ÙÚÔ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ¿˜ ÙÔ˘ ·Ú·Ì¤ÓÂÈ ÛÙ·ıÂÚfi.

∂¿Ó Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ¤˜ ÔÈ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜ ÙˆÓ ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÒÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂ-
ˆÓ ˘(t) Î·È ·(t) ‹ ÙË˜ ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ R(t), Û˘ÓÂÒ˜,
Î·È ÙˆÓ ·Ú·ÁÒÁˆÓ ·˘Ù‹˜, Ë ÂÈÙÚfi¯ÈÔ˜ Î·È Ë ÎÂÓÙÚÔÌfiÏÔ˜
ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ÙÔ˘ ÎÈÓÔ‡ÌÂÓÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ÌÔÚÂ› Ó· ˘ÔÏÔÁÈ-
ÛÙÔ‡Ó ·fi ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜:

(4-50)

(4-51)

fiÔ˘ Î Â›Ó·È Ë Î·Ì˘ÏfiÙËÙ· ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜ Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË R(t) ÛÙÔ ÛË-
ÌÂ›Ô ª, ÙÔ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ ÙË˜ ÔÔ›·˜ Â›Ó·È Ë ÙÔÈÎ‹ ·ÎÙ›Ó· Î·Ì˘ÏfiÙËÙ·˜ � (Î = 1/�). 

   ·n = Î˘ 2 =
˘̆ × ··

˘̆
=

RR′(t) × RR′′(t)
RR′(t)

   ·Â =
d ˘
d t

=
˘̆ ñ ··

˘̆
=

RR′(t) ñ RR′′(t)
RR′(t)
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 aÂ         Â    

a  

Â
n

 an         n    

 s

™¯‹Ì· 4-12 AÓ¿Ï˘ÛË ÙË˜ ÂÈÙ¿-
¯˘ÓÛË˜ ÛÙËÓ ÂÈÙÚfi¯ÈÔ Î·È ÙËÓ
ÎÂÓÙÚÔÌfiÏÔ Û˘ÓÈÛÙÒÛ· ÙË˜.

M

¶›Ó·Î·˜ 4-2 K·ÚÙÂÛÈ·Ó¤˜, Î˘ÏÈÓ‰ÚÈÎ¤˜ Î·È ÛÊ·ÈÚÈÎ¤˜ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜ ÙË˜ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË˜

(4-46)

(4-47)

(4-48)  + 2sinÊ
dR
dt

dı
dt

+ 2RcosÊ
dÊ
dt

dı
dt

+ RsinÊ
d 2ı
d r 2

ee ı

  
aa =

d 2R
d t 2

– R
dÊ
dt

2

– Rsin 2 Ê
dı
dt

2

eeR + 2
dR
dt

dÊ
dt

+ R
d 2Ê
d t 2

– RsinÊ cosÊ
dı
dt

2

eeÊ

  
aa =

d 2r
d t 2

– r
dı
dt

2

ee r + r
d 2ı
d t 2

+ 2
dr
dt

dı
dt

ee ı +
d 2z
d t 2

kk

  
aa =

d 2x
d t 2

ii +
d 2y
d t 2

jj +
d 2z
d t 2

kk



™ÎÔfi˜: O ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi˜ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ Î·È ÙË˜ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË˜ ÂÓfi˜ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ÙÔ ÔÔ›Ô ÎÈÓÂ›Ù·È
ÛÂ Î·Ì‡ÏË ÙÚÔ¯È¿.

TÔ Úfi‚ÏËÌ·: TÔ ¿Ó˘ÛÌ· ı¤ÛË˜ ÂÓfi˜ ÎÈÓÔ‡ÌÂÓÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ Â›Ó·È:

R (t) = (t – sint) i + (1 – cos t) j,     0 � t � 2 (1)

·. N· Â˘ÚÂıÔ‡Ó Ù· ·Ó‡ÛÌ·Ù· ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ Î·È ÙË˜ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË˜ ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ÙÈ˜ ¯ÚÔÓÈÎ¤˜
ÛÙÈÁÌ¤˜ t =  Î·È t = 3 / 2 Î·È Ó· Û¯Â‰È·ÛÙÔ‡Ó Ì·˙› ÌÂ ÙËÓ ÙÚÔ¯È¿ ÙÔ˘ ÛÙÔ xy – Â›Â‰Ô.

‚. N· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÔ‡Ó Ë ÂÈÙÚfi¯ÈÔ˜ Î·È Ë ÎÂÓÙÚÔÌfiÏÔ˜ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ÙÈ˜ ›‰ÈÂ˜
¯ÚÔÓÈÎ¤˜ ÛÙÈÁÌ¤˜ (t =  Î·È t = 3 / 2).

§‡ÛË: ¶ÚÒÙ·–ÚÒÙ·, Ë ÙÚÔ¯È¿ Ô˘ ‰È·ÁÚ¿ÊÂÈ ÙÔ ÛˆÌ·Ù›‰ÈÔ ÛÙÔ ¯ÒÚÔ Â›Ó·È Î˘ÎÏÔÂÈ‰‹˜
Î·Ì‡ÏË, fiˆ˜ Ê·›ÓÂÙ·È Î·È ÛÙÔ ™¯‹Ì· ¶4-6. °È· ÙË ¯¿Ú·ÍË ÙË˜ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË˜ Î˘ÎÏÔÂÈ‰Ô‡˜
Î·Ì‡ÏË˜ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ıËÎ·Ó Ù· ‰Â‰ÔÌ¤Ó· Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÔÓÙ·È ÛÙÔÓ ¶›Ó·Î· ¶4-6.

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (4-38), ÙÔ ¿Ó˘ÛÌ· ˘ (t) ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ Â›Ó·È ›ÛÔ ÌÂ
ÙËÓ ÚÒÙË ·Ú¿ÁˆÁÔ ÙÔ˘ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ R (t) Î·È ÂÊ¿ÙÂÙ·È ÙË˜ ÙÚÔ¯È¿˜ ÙÔ˘ ÛÂ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô ÙË˜:

˘ (t) = R′(t) = (1 – cost) i + sint j (·-1)

EÔÌ¤Óˆ˜, Ë ÛÙÈÁÌÈ·›· Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ fiÙ·Ó ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi Ù· ÛËÌÂ›· (1) Î·È (2) ÙÈ˜
¯ÚÔÓÈÎ¤˜ ÛÙÈÁÌ¤˜ t =  Î·È t = 3 / 2, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, Â›Ó·È:

˘1 = ˘ () = 2i Î·È    ˘ 2 = ˘ (3 / 2) = i – j (·-2)

EÍ ÔÚÈÛÌÔ‡, [EÍ. (4-44)], ÙÔ ¿Ó˘ÛÌ· a (t) ÙË˜ ÛÙÈÁÌÈ·›·˜ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË˜ Â›Ó·È ›ÛÔ ÌÂ ÙËÓ ÚÒÙË
·Ú¿ÁˆÁÔ ÙÔ˘ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ ˘ (t) ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜. ¢ËÏ·‰‹:

a (t) = ˘ ′ (t) = (sint) i + (cost) j (·-3)

EÔÌ¤Óˆ˜, Ë ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ fiÙ·Ó ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi Ù· ÛËÌÂ›· (1) Î·È (2) Â›Ó·È:

a1 = a () = – j Î·È    a 2 = a (3 / 2) = – i (·-4)

¶ÚÔÎÂÈÌ¤ÓÔ˘ Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ ÙË ÁˆÓ›· ı Ô˘ Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó ÔÈ ÊÔÚÂ›˜ ÙˆÓ ·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ ˘ Î·È a, ¯ÚËÛÈ-
ÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙÔ˘ ÂÛˆÙÂÚÈÎÔ‡ ÁÈÓÔÌ¤ÓÔ˘ ·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ. ŒÙÛÈ,

(·-5)

(·-6)

T· ·Ó‡ÛÌ·Ù· ˘ Î·È a ÛÙÈ˜ ı¤ÛÂÈ˜ (1) Î·È (2) ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ·ÂÈÎÔÓ›˙ÔÓÙ·È ÛÙÔ ™¯‹Ì· ¶4-6.

   cosı2 =
˘̆2 ñ aa 2

˘̆2 aa 2

=
(ii – jj) ñ (– ii)
ii – jj – ii

= –
2

2
⇒ ı2 = 135Æ

   cosı1 =
˘̆1 ñ aa 1

˘̆1 aa 1

=
(2 ii) ñ (– jj)
2 ii – jj

= 0 ⇒ ı1 = 90Æ

·
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¶APA¢EI°MA  4-6

¶›Ó·Î·˜ ¶4-6 ™ËÌÂ›· ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜ R(t)

t 0  / 2  3 / 2 2

x = t – sint 0 0,57  5,71 2

y = 1 – cost 0 1 2 1 0

™¯‹Ì· ¶4-6

x0

1

2

a1 

˘1 1

a2 

˘2 

2

a2, Â 

a2, n

 2

y

x0

1

2

a1 

˘1 1

a2 

˘2 

2

a2, Â 

a2, n

 2



TÔ ¿Ó˘ÛÌ· a ÙË˜ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË˜ ·Ó·Ï‡ÂÙ·È Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (4-49):

a = a Â Â + a n n (‚-1)

fiÔ˘ a Â Â›Ó·È Ë ÂÈÙÚfi¯ÈÔ˜ Î·È a n Ë ÎÂÓÙÚÔÌfiÏÔ˜ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË. EÂÈ‰‹ ÙÔ ¿Ó˘ÛÌ· a1 Â›Ó·È
Î¿ıÂÙÔ ÛÙÔ ¿Ó˘ÛÌ· ˘1 , [EÍ. (·-5)], ¿Ú· Î·È ÛÙËÓ ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË ÙË˜ ÙÚÔ¯È¿˜ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô (1), ÔÈ
ÂÈÙ·¯‡ÓÛÂÈ˜ a Â, 1 Î·È a n, 1 ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ Â›Ó·È:

a Â, 1 = 0      Î·È      a n, 1 = � a1 � = 1 (‚-2)

EÔÌ¤Óˆ˜, Ë ÂÍ›ÛˆÛË (‚-1) ·ÏÔÔÈÂ›Ù·È ÛÙË Û¯¤ÛË:

a = 1n (‚-3)

ŸÌÔÈ·, ÂÂÈ‰‹ ÙÔ ¿Ó˘ÛÌ· a 2 Û¯ËÌ·Ù›˙ÂÈ ÌÂ ÙÔ ¿Ó˘ÛÌ· ˘ 2 ÁˆÓ›· 135Æ, [EÍ. (·-6)], ÔÈ ÂÈÙ·-
¯‡ÓÛÂÈ˜ a Â, 2 Î·È a n, 2 ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ Â›Ó·È:

(‚-4)

EÔÌ¤Óˆ˜, Ë ÂÍ›ÛˆÛË (‚-1) ÁÚ¿ÊÂÙ·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:

(‚-5)

TÔ ·ÚÓËÙÈÎfi ÚfiÛËÌÔ, Ô˘ ˘¿Ú¯ÂÈ ÌÚÔÛÙ¿ ÛÙÔÓ ÚÒÙÔ fiÚÔ ÙÔ˘ ‰Â‡ÙÂÚÔ˘ Ì¤ÏÔ˘˜ ÙË˜
ÂÍ›ÛˆÛË˜ (‚-5), ‰ÈÎ·ÈÔÏÔÁÂ›Ù·È ·Ó Ï¿‚Ô˘ÌÂ ˘fi„Ë fiÙÈ ÙÔ ¿Ó˘ÛÌ· a Â Â ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô (2) ¤¯ÂÈ
·ÓÙ›ıÂÙË ÊÔÚ¿ ·fi ÂÎÂ›ÓË ÙÔ˘ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ô˘ ÌÔÓ·‰È·›Ô˘ ÂÊ·ÙfiÌÂÓÔ˘ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ Â.

¶·Ú·Ù‹ÚËÛË: O ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi˜ ÙˆÓ Û˘ÓÈÛÙˆÛÒÓ a Â Î·È a n ÙÔ˘ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ a ÙË˜ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË˜
ÌÔÚÂ› Ó· Á›ÓÂÈ Î·È ÌÂ ¿ÌÂÛË ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙˆÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ (4-50) Î·È (4-51), ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·. ŒÙÛÈ, ÔÈ
‰‡Ô Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ (ÂÈÙÚfi¯ÈÔ˜ Î·È ÎÂÓÙÚÔÌfiÏÔ˜) ÙË˜ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË˜ a1 ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ Â›Ó·È:

(¶-1)

ŸÌÔÈ·, ÔÈ ‰‡Ô Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙÔ˘ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ a 2 ÙË˜ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË˜ ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ Â›Ó·È:

(¶-2)

EÈÙ¿¯˘ÓÛË MÂÙ·ÊÔÚ¿˜ Î·È TÔÈÎ‹ EÈÙ¿¯˘ÓÛË: E¿Ó R0 Â›Ó·È ÙÔ ˘ÏÈÎfi ¿Ó˘ÛÌ· ı¤ÛË˜
ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘, Ë ÛÙÈÁÌÈ·›· ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË a ·˘ÙÔ‡ ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË:

(4-52)

EÂÈ‰‹ ÙÔ ˘ÏÈÎfi ¿Ó˘ÛÌ· R0 ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚfi, ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ Ì¤ÏÔ˜ ÙË˜
ÂÍ›ÛˆÛË˜ (4-52) Ù·˘Ù›˙ÂÙ·È ÌÂ ÙËÓ ˘ÏÈÎ‹ ·Ú¿ÁˆÁÔ ÙÔ˘ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ ˘ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜:

(4-53)

H ÂÍ›ÛˆÛË ·˘Ù‹ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ¿ÌÂÛ· ·fi ÙË ÁÂÓÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË (4-29), ÁÈ· £ = ˘. EÍÂÙ¿˙Ô-
ÓÙ·˜ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (4-53), ·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ Ë ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË a Â›Ó·È ¿ıÚÔÈÛÌ· ‰‡Ô fiÚˆÓ.

   aa = D ˘̆

Dt
= ∂˘̆

∂t
+ ˘̆ ñ ∇˘̆

  aa = d ˘̆

dt RR 0

   a Â, 2 =
˘̆2 ñ aa 2

˘̆2

=
(ii – jj) ñ (– ii)

ii – jj
= –

2
2

an, 2 =
˘̆2 × aa 2

˘̆2

=
(ii – jj) × (– ii)

ii – jj
=

– kk

ii – jj
=

2
2

   aÂ, 1 =
˘̆1 ñ aa 1

˘̆1

=
(2 ii) ñ (– jj)
2 ii – jj

= 0 an, 1 =
˘̆1 × aa 1

˘̆1

=
(2 ii) × (– jj)

2 ii
=

– 2kk)
2 ii

= 1

  
aa = –

2
2

ÂÂ +
2

2
nn

  a Â, 2 = aa 2 sin45Æ =
2

2
Î·È an, 2 = aa 2 cos45Æ =

2
2

‚
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O ÚÒÙÔ˜ fiÚÔ˜, ∂˘ /∂t, ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÙÔÈÎ‹ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË, a� , Î·È ‰›ÓÂÈ ÙÔÓ Ú˘ıÌfi ÌÂ ÙÔÓ
ÔÔ›Ô ÌÂÙ·‚¿ÏÏÂÙ·È Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ÛÂ ¤Ó· ÔÚÈÛÌ¤ÓÔ ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘:

� � (4-54)

TÔÈÎ‹ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ˘Ê›ÛÙ·ÓÙ·È Ù· ÛˆÌ·Ù›‰È· fiÙ·Ó ÎÈÓÔ‡ÓÙ·È ÛÂ Â‰›· Ù·¯‡ÙËÙ·˜ Ù·
ÔÔ›· ÌÂÙ·‚¿ÏÏÔÓÙ·È ÌÂ ÙËÓ ¿ÚÔ‰Ô ÙÔ˘ ¯ÚfiÓÔ˘, ‰ËÏ·‰‹ fiÙ·Ó Ë ÚÔ‹ Â›Ó·È ÌË ÌfiÓÈÌË.

O ‰Â‡ÙÂÚÔ˜ fiÚÔ˜, ˘ ñ ∇˘, ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ÌÂÙ·ÊÔÚ¿˜, ac, Î·È ‰›ÓÂÈ ÙÔÓ Ú˘ıÌfi
ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ Î·ıÒ˜ ÎÈÓÂ›Ù·È Ì¤Û· ÛÙÔ Â‰›Ô ÚÔ‹˜:

ac = ˘ ñ ∇˘ = � � (4-55)

EÈÙ¿¯˘ÓÛË ÌÂÙ·ÊÔÚ¿˜ ˘Ê›ÛÙ·ÓÙ·È Ù· ÛˆÌ·Ù›‰È· fiÙ·Ó ÎÈÓÔ‡ÓÙ·È ÛÂ Â‰›· Ù·¯‡ÙËÙ·˜
fiÔ˘ Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÌÂÙ·‚¿ÏÏÂÙ·È ·fi ÛËÌÂ›Ô ÛÂ ÛËÌÂ›Ô, ‰ËÏ·‰‹ fiÙ·Ó Ë ÚÔ‹
Â›Ó·È ·ÓÔÌÔÈfiÌÔÚÊË [¨4-7]. ŒÙÛÈ ·ÎfiÌË Î·È ÛÂ ÌfiÓÈÌË ÚÔ‹, ÙÔ ÚÂ˘ÛÙfi ÌÔÚÂ› Ó· ÂÈÙ·-
¯‡ÓÂÙ·È fiˆ˜ Û˘Ì‚·›ÓÂÈ .¯. fiÙ·Ó ÎÈÓÂ›Ù·È ÛÂ Û˘ÁÎÏ›ÓÔÓ ·ÎÚÔÊ‡ÛÈÔ. AÓÙ›ıÂÙ·, Ë ÂÈÙ¿-
¯˘ÓÛË ÌÂÙ·ÊÔÚ¿˜ Â›Ó·È ÌË‰¤Ó fiÙ·Ó ÙÔ ÚÂ˘ÛÙfi ÎÈÓÂ›Ù·È ÛÂ ·ÁˆÁfi ÛÙ·ıÂÚ‹˜ ‰È·ÙÔÌ‹˜.

TÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ ‰‡Ô ÂÈÌ¤ÚÔ˘˜ ÂÈÙ·¯‡ÓÛÂˆÓ (ÙÔÈÎ‹˜ Î·È ÌÂÙ·ÊÔÚ¿˜) ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È
ÔÏÈÎ‹ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË, a, Î·È ‰›ÓÂÈ ÙÔÓ ÔÏÈÎfi Ú˘ıÌfi ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ-
‰›Ô˘ ÙÔÓ ÔÔ›Ô ·ÓÙÈÏ·Ì‚¿ÓÂÙ·È ¤Ó·˜ ·Ú·ÙËÚËÙ‹˜ Ô ÔÔ›Ô˜ ÎÈÓÂ›Ù·È Î·Ù¿ ÙËÓ Î·ÙÂ‡-
ı˘ÓÛË ÙË˜ ÚÔ‹˜ ÌÂ ÙËÓ Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘:

� � (4-56)

AÓÙ›ıÂÙ· ÚÔ˜ ÙÔÓ ÎÈÓÔ‡ÌÂÓÔ ·Ú·ÙËÚËÙ‹, Ô ·Î›ÓËÙÔ˜ ·Ú·ÙËÚËÙ‹˜ ‰ÂÓ ÌÔÚÂ› Ó·
"·ÈÛı·ÓıÂ›" ÙËÓ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË a ÌÂ ÙËÓ ÔÔ›· ÎÈÓÂ›Ù·È ÙÔ ÛˆÌ·Ù›‰ÈÔ, ·ÏÏ¿ ÌÔÚÂ› Ó· ÚÔÛ-
‰ÈÔÚ›ÛÂÈ ÙÔ Ì¤ÁÂıfi˜ ÙË˜. °È· ÙÔÓ ÛÎÔfi ·˘Ùfi, Ô ·Î›ÓËÙÔ˜ ·Ú·ÙËÚËÙ‹˜ Ú¤ÂÈ Ó· ÁÓˆÚ›˙ÂÈ
ÙËÓ Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡, ÙÔÓ ÙÔÈÎfi Ú˘ıÌfi ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ ÙË˜ Î·È ÙÈ˜ ‚·ıÌ›‰Â˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜
∂˘ /∂x, ∂˘ /∂y Î·È ∂˘ /∂z Î·Ù¿ ÙÈ˜ ‰ÈÂ˘ı‡ÓÛÂÈ˜ ÙˆÓ ·ÍfiÓˆÓ x, y Î·È z, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.

™ÙÔ Î˘ÏÈÓ‰ÚÈÎfi Î·È ÙÔ ÛÊ·ÈÚÈÎfi Û‡ÛÙËÌ· Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ, Ë ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË (4-53)
Ï·Ì‚¿ÓÂÈ ÙË ÌÔÚÊ‹ ÙˆÓ ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÒÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ (4-32) Î·È (4-33), ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·: 

(4-57)

(4-58)

™˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ EÈÙ¿¯˘ÓÛË˜: AÓ Û¯ËÌ·Ù›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ ÂÛˆÙÂÚÈÎfi ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙË˜ ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹˜
ÂÍ›ÛˆÛË˜ (4-53) ÌÂ ÙÔ ÌÔÓ·‰È·›Ô ¿Ó˘ÛÌ· ei, ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë ‚·ıÌˆÙ‹ ÂÍ›ÛˆÛË:

(4-59)

™Â Ï‹ÚË ·Ó¿Ù˘ÍË, Ë ÂÍ›ÛˆÛË (4-59) Ï·Ì‚¿ÓÂÈ ÙËÓ ·ÎfiÏÔ˘ıË ÌÔÚÊ‹:

(4-60)  ai =
D˘i

Dt
=

∂˘i

∂t
+ ˘x

∂˘i

∂x
+ ˘y

∂˘i

∂y
+ ˘z

∂˘i

∂z

   ai =
D˘i

Dt
=

∂˘i

∂t
+ ˘̆ ñ ∇˘i

 
aa =

   
aa =

D ˘̆

Dt
=

∂˘̆

∂t
+ ˘r

∂˘̆

∂r
+

˘ı

r

∂˘̆

∂ı
+ ˘z

∂˘̆

∂z

OÏÈÎfi˜ Ú˘ıÌfi˜ ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ¤Ó·Ó ·Ú·ÙËÚËÙ‹ 
Ô˘ ÎÈÓÂ›Ù·È Ì¤Û· ÛÙÔ Â‰›Ô ÚÔ‹˜ ÌÂ ÙËÓ Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡

  aa = D ˘̆

Dt
=

P˘ıÌfi˜ ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ Ïfi-
Áˆ ÌÂÙ·ÊÔÚ¿˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÛÙÔ ¯ÒÚÔ

P˘ıÌfi˜ ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜
ÛÂ ¤Ó· ÔÚÈÛÌ¤ÓÔ ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘

    aa � = ∂˘̆

∂t
=
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fiÔ˘ ai (= a ñ ei ) Â›Ó·È Ë Û˘ÓÈÛÙÒÛ· ÙË˜ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË˜ a Î·Ù¿ ÙË ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË ÙÔ˘ ·Ó‡-
ÛÌ·ÙÔ˜ ei . £¤ÙÔÓÙ·˜ ÛÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (4-60) i = x, y, z, ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ÔÈ ÙÚÂÈ˜ Î·ÚÙÂÛÈ·Ó¤˜
Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ (·x, ·y, ·z) ÙË˜ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË˜ a ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘. √È Î·ÚÙÂÛÈ·Ó¤˜ (·x, ·y, ·z),
ÔÈ Î˘ÏÈÓ‰ÚÈÎ¤˜ (·r, ·ı, ·z) Î·È ÔÈ ÛÊ·ÈÚÈÎ¤˜ (·R, ·Ê, ·ı) Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙÔ˘ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ · ÙË˜
ÔÏÈÎ‹˜ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË˜ ‰›ÓÔÓÙ·È ÛÙÔÓ ¶›Ó·Î· 4-3.

EÂÈ‰‹ Ô fiÚÔ˜ ˘ ñ ∇˘ ÙË˜ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË˜ ÌÂÙ·ÊÔÚ¿˜ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÁÈÓfiÌÂÓ· ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ Â›Ó·È
ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎfi˜. ŒÙÛÈ ·fi ÙÔ˘˜ ‰Ò‰ÂÎ· fiÚÔ˘˜ ÙˆÓ ÙÚÈÒÓ Û˘ÓÈÛÙˆÛÒÓ ÙË˜ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË˜
Ô˘ ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È ÛÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ (4-61), ÔÈ ÂÓÓ¤· fiÚÔÈ Â›Ó·È ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎÔ›. ŸÌˆ˜, ÛÙ·
ÂÚÈÛÛfiÙÂÚ· ·fi Ù· Û˘Ó‹ıË ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· ÙË˜ PÂ˘ÛÙÔÌË¯·ÓÈÎ‹˜, fiˆ˜ .¯. ÛÙ· ÚÔ‚Ï‹-
Ì·Ù· ÚÔ‹˜ ÚÂ˘ÛÙÒÓ ÛÂ ·ÁˆÁÔ‡˜, ÔÈ ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎÔ› fiÚÔÈ ÙË˜ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË˜ ÂÚÈÔÚ›˙ÔÓÙ·È
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¶›Ó·Î·˜ 4-3 K·ÚÙÂÛÈ·Ó¤˜, Î˘ÏÈÓ‰ÚÈÎ¤˜ Î·È ÛÊ·ÈÚÈÎ¤˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙË˜ ÔÏÈÎ‹˜ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË˜

™Y™THMA  KAPTE™IANøN  ™YNTETA°MENøN

™Y™THMA  KY§IN¢PIKøN  ™YNTETA°MENøN

(4-61·)

(4-61‚)

(4-61Á)  az =
D˘z

Dt
=

∂˘z

∂t
+ ˘x

∂˘z

∂x
+ ˘y

∂˘z

∂y
+ ˘z

∂˘z

∂z

  
ay =

D˘y

Dt
=

∂˘y

∂t
+ ˘x

∂˘y

∂x
+ ˘y

∂˘y

∂y
+ ˘z

∂˘y

∂z

  ax =
D˘x

Dt
=

∂˘x

∂t
+ ˘x

∂˘x

∂x
+ ˘y

∂˘x

∂y
+ ˘z

∂˘x

∂z

(4-62·)

(4-62‚)

(4-62Á)  
az =

∂˘z

∂t
+ ˘r

∂˘z

∂r
+

˘ı

r

∂˘z

∂ı
+ ˘z

∂˘z

∂z

  
aı =

∂˘ı

∂t
+ ˘r

∂˘ı

∂r
+

˘ı

r

∂˘ı

∂ı
+

˘r ˘ı

r
+ ˘z

∂˘ı

∂z

  
ar =

∂˘r

∂t
+ ˘r

∂˘r

∂r
+

˘ı

r

∂˘r

∂ı
–

˘ı
2

r
+ ˘z

∂˘z

∂z

™Y™THMA  ™ºAIPIKøN  ™YNTETA°MENøN

(4-63·)

(4-63‚)

(4-63Á)



ÛÂ ¤Ó· ‹ ÙÔ ÔÏ‡ ‰‡Ô. °ÂÓÈÎ¿, ÏfiÁˆ ÙÔ˘ fiÚÔ˘ ÙË˜ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË˜, ÔÈ ‚·ÛÈÎ¤˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜
Î›ÓËÛË˜ [KÂÊ. 8] Â›Ó·È ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎ¤˜, ÁÂÁÔÓfi˜ Ô˘ ‰˘Û¯ÂÚ·›ÓÂÈ ÙËÓ Â›Ï˘Û‹ ÙÔ˘˜.

∂ÈÛ‹Ì·ÓÛË: ™Â ÔÏÏ¿ Û˘ÁÁÚ¿ÌÌ·Ù·, ÔÈ ÛÊ·ÈÚÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ‰›ÓÔÓÙ·È ÌÂ ÙË ÛÂÈÚ¿
(r, ı, Ê), fiÔ˘ ı Â›Ó·È Ë ÁˆÓ›· ÙÔ˘ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ ı¤ÛË˜ R ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· z Î·È Ê Ë ÁˆÓ›· ÙË˜
ÚÔ‚ÔÏ‹˜ ÙÔ˘ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ R ÛÙÔ ÔÚÈ˙fiÓÙÈÔ Â›Â‰Ô (xy) ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x, ÒÛÙÂ Ó· ˘¿Ú¯ÂÈ ·ÓÙÈ-
ÛÙÔÈ¯›· ÌÂ ÙË ÛÂÈÚ¿ (r, ı, z) ÙˆÓ Î˘ÏÈÓ‰ÚÈÎÒÓ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ. ŸÌˆ˜ ÛÙÔ ·ÚfiÓ Û‡ÁÁÚ·ÌÌ·, ÛÂ
Û˘ÌÊˆÓ›· Î·È ÌÂ ÙÔ ‚È‚Ï›Ô ∞Ó‡ÛÌ·Ù· Î·È Δ·Ó˘ÛÙ¤˜, ÚÔÙÈÌ‹ıËÎÂ Ë ÛÂÈÚ¿ (R, Ê, ı) Î·È ·˘Ùfi,
ÂÂÈ‰‹ Ë ÙÚÈ¿‰· ÙˆÓ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯ˆÓ ÌÔÓ·‰È·›ˆÓ ·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ ‚¿ÛË˜ (eR, eÊ , eı) ÛÂ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô ª
ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘, Ù· ÔÔ›· ‰Â›¯ÓÔ˘Ó ÙÈ˜ Î·ÙÂ˘ı‡ÓÛÂÈ˜ ·‡ÍËÛË˜ ÙˆÓ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ R, Ê Î·È ı, ·ÓÙ›-
ÛÙÔÈ¯·, Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó ‰ÂÍÈfiÛÙÚÔÊË ‚¿ÛË (‚Ï. ™¯‹Ì· 1-1Á).

™ÎÔfi˜: O ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi˜ ÙË˜ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË˜ (ÙÔÈÎ‹˜, ÌÂÙ·ÊÔÚ¿˜ Î·È ÔÏÈÎ‹˜) ÛÂ ÔÚÈÛÌ¤ÓÔ ÛËÌÂ›Ô
ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ fiÙ·Ó Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ‹ Ë ¤ÎÊÚ·ÛË ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ Ù·¯‡ÙËÙ·˜.

TÔ Úfi‚ÏËÌ·: H Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Î·Ù¿ Ì‹ÎÔ˜ ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· x ÙÔ˘ ·ÎÚÔÊ˘Û›Ô˘ Ô˘ Ê·›ÓÂÙ·È
ÛÙÔ ™¯‹Ì· ¶4-7 ÚÔÛÂÁÁ›˙ÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË:

(1)

fiÔ˘ x Â›Ó·È Ë ·fiÛÙ·ÛË ·fi ÙËÓ Â›ÛÔ‰Ô ÙÔ˘ ·ÎÚÔÊ˘Û›Ô˘, � = 1 m ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙÔ˘ Î·È t Ô ¯ÚfiÓÔ˜. ŸÏ·
Ù· ÌÂÁ¤ıË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ (1) ÂÎÊÚ¿˙ÔÓÙ·È ÛÂ ÌÔÓ¿‰Â˜ ÙÔ˘ ¢ÈÂıÓÔ‡˜ ™˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜. N· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÔ‡Ó: (·)
Ë Ù·¯‡ÙËÙ·, (‚) Ë ÙÔÈÎ‹ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË, (Á) Ë ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ÌÂÙ·ÊÔÚ¿˜ Î·È (‰) Ë ÔÏÈÎ‹ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ÙÔ˘ ÚÂ˘-
ÛÙÔ‡ ÛÙ· ÛËÌÂ›· A Î·È B ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· ÙÔ˘ ·ÎÚÔÊ˘Û›Ô˘ ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t = 2s.

§‡ÛË: H Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÛÙ· ÛËÌÂ›· A Î·È B
˘ÔÏÔÁ›˙ÂÙ·È ¿ÌÂÛ· ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (1) ÁÈ· Ù· ˙Â‡ÁË
(x = 0, t = 2 s) Î·È (x = � , t = 2 s), ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·:

(·-1)

(·-2)

H ÙÔÈÎ‹ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË a� ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ˘ÔÏÔÁ›˙ÂÙ·È
·fi ÙË Û¯¤ÛË:

(‚-1)

Afi ÙËÓ ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ·˘Ù‹˜, ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ÔÈ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ ÙÔÈÎÒÓ ÂÈÙ·-
¯‡ÓÛÂˆÓ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÛÙ· ÛËÌÂ›· A Î·È B:

(‚-2)  

(‚-3)   aa �, B = 2
(1 – 1 / 2)2

ii m/ s 2 = 8ii m/ s 2

   aa �, A = 2
(1 – 0)2

ii m/ s 2 = 2ii m/ s 2

    aa � = ∂˘̆

∂t
= ∂

∂t
2t

(1 – x / 2�)2
ii = 2

(1 – x / 2�)2
ii

‚

  ˘̆B =
2(2)

(1 – 1 / 2)2
ii m/ s = 16 ii m/ s

  ˘̆A =
2(2)

(1 – 0)2
ii m/ s = 4ii m/ s

·

   ˘̆ = 2t
(1 – x / 2�)2

ii
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H ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ÌÂÙ·ÊÔÚ¿˜ ac ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ˘ÔÏÔÁ›˙ÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË:

(Á-1)

EÔÌ¤Óˆ˜, ÔÈ ÙÈÌ¤˜ ÙË˜ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË˜ ÌÂÙ·ÊÔÚ¿˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÛÙ· ÛËÌÂ›· A Î·È B Â›Ó·È:

(Á-2) (Á-3)

H ÔÏÈÎ‹ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË (a = a� + ac) ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÛÙ· ÛËÌÂ›· A Î·È B Â›Ó·È:

aA = a�, A + ac,A = (2i + 16i) m / s2 = 18i m / s 2 (‰-1)

aB = a�, B + ac,B = (8i + 512i) m / s2 = 520i m / s 2 (‰-2)

™ÎÔfi˜: O ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi˜ ÙË˜ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË˜ ÛˆÌ·ÙÈ‰›ˆÓ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÛÂ ÂÚÈÛÙÚÔÊÈÎ‹ Î›ÓËÛË.

TÔ Úfi‚ÏËÌ·: ŒÓ· Î˘ÏÈÓ‰ÚÈÎfi ‰Ô¯Â›Ô, ·ÎÙ›Ó·˜ R = 10 cm, ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÓÂÚfi Ì¤¯ÚÈ ‚¿ıÔ˜ h, fiˆ˜ Ê·›-
ÓÂÙ·È ÛÙÔ ™¯‹Ì· ¶4-8. MÈ· ‰Â‰ÔÌ¤ÓË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t = 0, ÙÔ ‰Ô¯Â›Ô ·Ú¯›˙ÂÈ Ó· ÂÚÈÛÙÚ¤ÊÂÙ·È Á‡Úˆ
·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ¿ ÙÔ˘. K·Ù¿ ÙËÓ ¤Ó·ÚÍË ÙË˜ ÂÚÈÛÙÚÔÊ‹˜ Î·È Ì¤¯ÚÈ ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ Ù = 2 s, ÌÂÙ¿ ÙËÓ
ÔÔ›· ÙÔ ‰Ô¯Â›Ô ÂÚÈÛÙÚ¤ÊÂÙ·È ÌÂ ÛÙ·ıÂÚ‹ Ù·¯‡ÙËÙ· ˆ0 = 80 rev/ min, Ë ÁˆÓÈ·Î‹ Ù·¯‡ÙËÙ· ˆ ÙÔ˘
‰Ô¯Â›Ô˘ ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË:

(1)

fiÔ˘ k Â›Ó·È ÙÔ ÌÔÓ·‰È·›Ô ¿Ó˘ÛÌ· ‚¿ÛË˜ ÙÔ˘ Î˘ÏÈÓ‰ÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Î·Ù¿ ÙË ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË z. N·
˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ë ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ÙˆÓ ÛˆÌ·ÙÈ‰›ˆÓ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Ù· ÔÔ›· ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È ÛÙËÓ ÂÈÊ¿ÓÂÈ· ÙÔ˘
‰Ô¯Â›Ô˘: (·) 1 s Î·È (‚) 5 s ÌÂÙ¿ ÙËÓ ¤Ó·ÚÍË ÙË˜ ÂÚÈÛÙÚÔÊ‹˜ ÙÔ˘ ‰Ô¯Â›Ô˘.

§‡ÛË: H ÁÂÓÈÎ‹ ¤ÎÊÚ·ÛË ÙË˜ ÔÏÈÎ‹˜ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÛÂ Î˘ÏÈÓ‰ÚÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ‰›ÓÂ-
Ù·È ·Ô ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË:

a = ar er + aı eı + az ez (2)

fiÔ˘ (ar, aı, az ) Â›Ó·È ÔÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙÔ˘ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ a ÙË˜ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË˜
Î·È (er, eı, ez) Ù· ÌÔÓ·‰È·›· ·Ó‡ÛÌ·Ù· ‚¿ÛË˜ ÙÔ˘ Î˘ÏÈÓ‰ÚÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹-
Ì·ÙÔ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ. OÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ (ar, aı, az ) ˘ÔÏÔÁ›˙ÔÓÙ·È ·fi
ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ (4-62). ™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙË Û˘Óı‹ÎË ÌË ÔÏ›ÛıËÛË˜, Ù· ÛˆÌ·-
Ù›‰È· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Ô˘ ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È ÛÙËÓ ÂÈÊ¿ÓÂÈ· ÙÔ˘ ‰Ô¯Â›Ô˘ ¤¯Ô˘Ó
ÙËÓ ›‰È· Ù·¯‡ÙËÙ· ÌÂ ·˘Ùfi. EÔÌ¤Óˆ˜, ÔÈ Ù·¯‡ÙËÙÂ˜ ˘r, ˘ı Î·È ˘z ÂÓfi˜
Ù¤ÙÔÈÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ Â›Ó·È:

˘r = 0       ˘ı = ˆR ˘z = 0                          (3)

EÍ¿ÏÏÔ˘, ÏfiÁˆ Û˘ÌÌÂÙÚ›·˜, ÔÈ ÌÂÙ·‚ÔÏ¤˜ ÙˆÓ È‰ÈÔÙ‹ÙˆÓ ÙÔ˘ ÂÚÈ-
ÛÙÚÂÊfiÌÂÓÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ ı Â›Ó·È ÌË‰¤Ó, ‰ËÏ·‰‹:

(4)  ∂( )
∂ı

= 0

  ˆ̂ = ˆ0
t
Ù

kk

‰

  aa c, B =
4(2)2

(1 – 1 / 2)5 (1)
ii m/ s 2 = 512ii m/ s 2  aa c, A =

4(2)2

(1 – 0)5 (1)
ii m/ s 2 = 16 ii m/ s 2

    
aa c = ˘̆ ñ ∇˘̆ = ( x̆ ii) ñ ∇( x̆ ii) = x̆

∂̆ x

∂x
ii =

2t

(1 – x/2�)2

∂
∂x

2t

(1 – x/2�)2
ii

=
2t

(1 – x/2�)2

2t(– 2)

(1 – x/2�)3
–

1

2�
ii =

4t 2

(1 – x/2�)5�
ii

Á
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ŒÙÛÈ, ÔÈ ÙÚÂÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ (4-62) ·ÏÔÔÈÔ‡ÓÙ·È ÛÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜:

(5)

TË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t = 1 s ÈÛ¯‡ÂÈ Ë ÂÍ›ÛˆÛË (1), ÔfiÙÂ Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ˘ı ÙˆÓ ÛˆÌ·ÙÈ‰›ˆÓ ÙÔ˘
ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Ô˘ ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È ÛÂ Â·Ê‹ ÌÂ ÙËÓ ÂÈÊ¿ÓÂÈ· ÙÔ˘ ‰Ô¯Â›Ô˘ Â›Ó·È:

(·-1)

§fiÁˆ ÙË˜ Û¯¤ÛË˜ ·˘Ù‹˜, ÔÈ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ (5) ÙÚÔÔÔÈÔ‡ÓÙ·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:

(·-2)

Afi ÙËÓ ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙˆÓ ‰‡Ô ÚÒÙˆÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ (·-2), ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ÔÈ ÙÈÌ¤˜:

(·-3)

(·-4)

ÕÚ·, ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t = 1 s, Ë ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹ ¤ÎÊÚ·ÛË ÙË˜ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË˜ a ÙˆÓ ÛˆÌ·ÙÈ‰›ˆÓ ÙÔ˘
ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Ù· ÔÔ›· ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È ÛÙËÓ ÂÈÊ¿ÓÂÈ· ÙÔ˘ ‰Ô¯Â›Ô˘ Â›Ó·È:

a = – 1,75er + 4,18eı (m / s 2) (·-5)

TË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t = 5 s Ù· ÛˆÌ·Ù›‰È· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÂÚÈÛÙÚ¤ÊÔÓÙ·È ÌÂ ÛÙ·ıÂÚ‹ Ù·¯‡ÙËÙ· ˆ0,
ÔfiÙÂ ÔÈ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ (5) ÁÚ¿ÊÔÓÙ·È:

ar = – ˆ 0
2 R aı = 0       az = 0 (‚-1)

¢ËÏ·‰‹, ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹, Ù· ÛˆÌ·Ù›‰È· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ¤¯Ô˘Ó ÌfiÓÔ ÎÂÓÙÚÔÌfiÏÔ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË:

(‚-2)

ÕÚ·, ÛÙË ÌfiÓÈÌË Î·Ù¿ÛÙ·ÛË, Ù· ÛˆÌ·Ù›‰È· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Ù· ÔÔ›· ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È ÛÙËÓ ÂÈÊ¿ÓÂÈ·
ÙÔ˘ ‰Ô¯Â›Ô˘ ÂÚÈÛÙÚ¤ÊÔÓÙ·È ÌÂ ÛÙ·ıÂÚ‹ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË:

a = – 7,01er (m / s 2) (‚-3)

P˘ıÌÔ› PÔ‹˜ M¿˙·˜ Î·È ŸÁÎÔ˘ PÂ˘ÛÙÔ‡

PY£MO™ POH™ MAZA™

P˘ıÌfi˜ ÚÔ‹˜ Ì¿˙·˜ (‹ ·ÚÔ¯‹ Ì¿˙·˜), m
.

, ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Ë ÔÛfiÙËÙ· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Ô˘
‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÌÈ· ÔÚÈÛÌ¤ÓË ÂÈÊ¿ÓÂÈ· ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ ÛÙË ÌÔÓ¿‰· ÙÔ˘ ¯ÚfiÓÔ˘. 

(4-64)

A˜ ‰Ô‡ÌÂ ÚÒÙ· Ò˜ ˘ÔÏÔÁ›˙ÂÙ·È Ô Ú˘ıÌfi˜ ÚÔ‹˜ Ì¿˙·˜ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÙÔ ÔÔ›Ô ÎÈÓÂ›Ù·È ÌÂ
ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË Ù·¯‡ÙËÙ· ˘ Î·È ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÌÈ· Â›Â‰Ë Î˘ÎÏÈÎ‹ ÂÈÊ¿ÓÂÈ· A. O ÚÔÛ·-

 m = dm
dt

  ar = – 80
ÛÙÚ
min

×
2 rad

ÛÙÚ
×

1 min
60 s

2

(0,10 m) = – 7,01 m/ s 2

‚

  aı = 80
ÛÙÚ
min

× 2 rad
ÛÙÚ

× 1 min
60 s

0,10 m
2 s

= 4,18 m/s 2

  ar = – (0,10 m) 80
ÛÙÚ
min

×
2 rad

ÛÙÚ × 1 min
60 s

× 1 s
2 s

2

= – 1,75 m/ s 2

 ar = – R
ˆ0 t

Ù

2

aı =
ˆ0 R

Ù
az = 0

 ˘ı =
ˆ0 Rt

Ù

·

  a r = –
˘ı

2

r
aı =

∂˘ı

∂t
az = 0

4-6 
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Ó·ÙÔÏÈÛÌfi˜ ÙË˜ ÂÈÊ¿ÓÂÈ·˜ A ÛÙÔÓ ¯ÒÚÔ Î·ıÔÚ›˙ÂÙ·È ÌÂ ÙËÓ Î·ÙÂ‡ı˘ÓÛË ÙÔ˘ ÌÔÓ·‰È·›-
Ô˘ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ n, ÙÔ ÔÔ›Ô Â›Ó·È Î¿ıÂÙÔ ÛÂ ·˘Ù‹Ó. ŒÙÛÈ, fiÙ·Ó Ë ÂÈÊ¿ÓÂÈ· A Â›Ó·È Î¿ıÂÙË
ÚÔ˜ ÙË ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË ÚÔ‹˜, ÙÔ ¿Ó˘ÛÌ· n Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏÔ ÚÔ˜ ÙÔ ¿Ó˘ÛÌ· ˘ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜.
MÈ· Ù¤ÙÔÈ· ÂÚ›ÙˆÛË ÂÈÎÔÓ›˙ÂÙ·È ÛÙÔ ™¯‹Ì· 4-13·. ™ÙË Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË ÂÚ›ÙˆÛË, ÛÂ
¯ÚfiÓÔ dt ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÂÈÊ¿ÓÂÈ· A fiÏË Ë ÔÛfiÙËÙ· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Ô˘ ‚Ú›ÛÎÂÙ·È
›Ûˆ ·fi ·˘Ù‹Ó Î·È Ì¤¯ÚÈ ‚¿ıÔ˜ ˘dt, fiÔ˘ ˘ Â›Ó·È ÙÔ Ì¤ÙÚÔ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜. H ÔÛfiÙËÙ·
·˘Ù‹ Â›Ó·È ›ÛË ÌÂ ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙË˜ ˘ÎÓfiÙËÙ·˜ Ú ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Â› ÙÔÓ fiÁÎÔ A˘dt ÙÔ˘
ÂÈÎÔÓÈ˙fiÌÂÓÔ˘ Î˘Ï›Ó‰ÚÔ˘, ÔfiÙÂ ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (4-64) ÚÔÎ‡ÙÂÈ:

m
.

= Ú˘A,  fiÙ·Ó  n // ˘ (4-65)

A˜ ‰Ô‡ÌÂ ÙÒÚ· Ò˜ ÙÚÔÔÔÈÂ›Ù·È Ë ÂÍ›ÛˆÛË (4-65) ·Ó Ë ÂÈÊ¿ÓÂÈ· A Â›Ó·È ÎÂÎÏÈÌ¤ÓË
ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË ÚÔ‹˜ (‚Ï. ™¯‹Ì· 4-13‚). ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹, Ë Ì¿˙· dm ÙÔ˘ ÚÂ˘-
ÛÙÔ‡ Ô˘ ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÂÈÊ¿ÓÂÈ· A, ÛÂ ¯ÚfiÓÔ dt, Â›Ó·È ›ÛË ÌÂ ÙË Ì¿˙· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡
Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÙ·È ÛÙÔÓ ÂÈÎÔÓÈ˙fiÌÂÓÔ "Ï¿ÁÈÔ" Î‡ÏÈÓ‰ÚÔ. O Î‡ÏÈÓ‰ÚÔ˜ ·˘Ùfi˜ ¤¯ÂÈ fiÁÎÔ
(Acosı) ˘dt, fiÔ˘ Acosı Â›Ó·È ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙË˜ ÚÔ‚ÔÏ‹˜ ÙË˜ ÂÈÊ¿ÓÂÈ·˜ A ÛÂ Â›Â‰Ô
Î¿ıÂÙÔ ÛÙÔ ¿Ó˘ÛÌ· ˘ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜. TÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ˘cosı ÌÔÚÂ› Ó· ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ·ıÂ› ·fi
ÙÔ ÂÛˆÙÂÚÈÎfi ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙˆÓ ·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ ˘ Î·È n. ŒÙÛÈ Ë Ì¿˙· dm ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Ô˘ ÂÚÈ¤-
¯ÂÙ·È ÛÙÔÓ Ï¿ÁÈÔ Î‡ÏÈÓ‰ÚÔ Â›Ó·È Ú (˘ ñ n)Adt, ÔfiÙÂ ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (4-64) ÚÔÎ‡ÙÂÈ:

m
.

= Ú (˘ ñ n)A = Ú˘n A,  fiÙ·Ó  (n, ˘)
�

= ı (4-66)

fiÔ˘ ˘n Â›Ó·È Ë Û˘ÓÈÛÙÒÛ· ÙÔ˘ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ ˘ Î·Ù¿ ÙË ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË ÙÔ˘ ÌÔÓ·‰È·›Ô˘ ·Ó‡-
ÛÌ·ÙÔ˜ n. EÔÌ¤ÓÔ˜, ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹, Ë ÔÛfiÙËÙ· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Ô˘ ‰È¤Ú¯ÂÙ·È
·fi ÙËÓ ÂÈÊ¿ÓÂÈ· A ÛÙË ÌÔÓ¿‰· ÙÔ˘ ¯ÚfiÓÔ˘ Î·ıÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙÔ Ì¤ÁÂıÔ˜ ÙË˜ Û˘ÓÈ-
ÛÙÒÛ·˜ ˘n ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ˘. °È· ı = 0Æ, Ë ÂÍ›ÛˆÛË (4-66) Ô‰ËÁÂ› ÛÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (4-65).

OÈ ‰‡Ô ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÂ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ ˘ÔÏÔÁÈÛÌÔ‡ ÙÔ˘ Ú˘ıÌÔ‡ m
.

·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È ÛÂ ÚÂ˘ÛÙfi
Ô˘ ÎÈÓÂ›Ù·È ÛÙÔ ¯ÒÚÔ ÌÂ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË Ù·¯‡ÙËÙ· Î·È ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi Â›Â‰Ë ÂÈÊ¿ÓÂÈ·.
TÔ ÂfiÌÂÓÔ ‚‹Ì· Â›Ó·È Ó· ‰Ô‡ÌÂ Ò˜ ÙÚÔÔÔÈÂ›Ù·È Ë ÂÍ›ÛˆÛË (4-66), fiÙ·Ó ÙÔ ÚÂ˘ÛÙfi
ÎÈÓÂ›Ù·È ÌÂ ·ÓÔÌÔÈfiÌÔÚÊË Ù·¯‡ÙËÙ· Î·È ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi Ù˘¯·›· ÂÈÊ¿ÓÂÈ· ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˘
ÌÂÁ¤ıÔ˘˜ (‚Ï. ™¯‹Ì· 4-14·). ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹, Ô Ú˘ıÌfi˜ ÚÔ‹˜ Ì¿˙·˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡
‰È·Ì¤ÛÔ˘ ÙË˜ ÂÈÊ¿ÓÂÈ·˜ A ˘ÔÏÔÁ›˙ÂÙ·È ·fi ÙÔ ÂÈÊ·ÓÂÈ·Îfi ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ·:

� � (4-67)

H ÔÏÔÎÏËÚˆÙ¤· ÔÛfiÙËÙ· Ú (˘ ñ n)dA ‰›ÓÂÈ ÙÔÓ Ú˘ıÌfi ÚÔ‹˜ Ì¿˙·˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Ô˘ ‰È¤Ú-
¯ÂÙ·È ·fi ÙË ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ‰Ë ÂÈÊ¿ÓÂÈ· dA. O ÚÔÛ·Ó·ÙÔÏÈÛÌfi˜ ÙË˜ ÂÈÊ¿ÓÂÈ·˜ dA Î·ıÔÚ›˙Â-
Ù·È ·fi ÙÔ ÌÔÓ·‰È·›Ô ¿Ó˘ÛÌ· n, ÙÔ ÔÔ›Ô Û¯ËÌ·Ù›˙ÂÈ ÁˆÓ›· ı ÌÂ ÙÔ ¿Ó˘ÛÌ· ˘ ÙË˜ ÙÔÈ-
Î‹˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜. ™ÙÔ ™¯‹Ì· 4-14‚ ÂÈÎÔÓ›˙ÂÙ·È ·Ú·ÛÙ·ÙÈÎ¿ Ô ¯ÒÚÔ˜ ÙÔÓ ÔÔ›Ô Î·Ù·Ï·Ì-
‚¿ÓÂÈ Ë Ì¿˙· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Ô˘ ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙË ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ‰Ë ÂÈÊ¿ÓÂÈ· dA ÛÂ ¯ÚfiÓÔ dt.

M¿˙· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Ô˘ ‰È¤Ú¯ÂÙ·È
·fi ÙËÓ Ù˘¯·›· ÂÈÊ¿ÓÂÈ· A ÙÔ˘
Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ ÛÙË ÌÔÓ¿‰· ÙÔ˘ ¯ÚfiÓÔ˘

   
m = Ú(˘̆ ñ nn)dA =

A
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™¯‹Ì· 4-13 AÂÈÎfiÓÈÛË ÙˆÓ ÌÂÁÂıÒÓ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙÔ˘ Ú˘ıÌÔ‡ ÚÔ‹˜ Ì¿˙·˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡
Ô˘ ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi Â›Â‰Ë ÂÈÊ¿ÓÂÈ·: (·) Î¿ıÂÙË Î·È (‚) ÎÂÎÏÈÌ¤ÓË ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË ÚÔ‹˜.



T¤ÏÔ˜, ·˜ ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ Î·È ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÚÔ‹˜ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ‰È·Ì¤ÛÔ˘ ÌÈ·˜ ÎÏÂÈÛÙ‹˜ ÂÈÊ¿-
ÓÂÈ·˜, Ë ÔÔ›· ÂÚÈ‚¿ÏÏÂÈ ¤Ó·Ó fiÁÎÔ ÂÏ¤Á¯Ô˘ (‚Ï. ™¯‹Ì· 4-15·). ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹,
ÙÔ ÎÏÂÈÛÙfi ÂÈÊ·ÓÂÈ·Îfi ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙË˜ ÔÛfiÙËÙ·˜ Ú(˘ ñ n)dA ‰›ÓÂÈ ÙÔ Ú˘ıÌfi Î·ı·Ú‹˜

ÂÎÚÔ‹˜ (= ÂÎÚÔ‹ – ÂÈÛÚÔ‹) Ì¿˙·˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ·fi ÙÔÓ OE ‰È·Ì¤ÛÔ˘ ÙË˜ EE:

� � (4-68)

TÔ ÎÚÈÙ‹ÚÈÔ Ô˘ Î·ıÔÚ›˙ÂÈ ·Ó ÙÔ ÚÂ˘ÛÙfi ÂÈÛÚ¤ÂÈ ‹ ÂÎÚ¤ÂÈ ·fi ÙÔÓ fiÁÎÔ ÂÏ¤Á¯Ô˘ ÛÂ ¤Ó·
ÔÚÈÛÌ¤ÓÔ ÙÌ‹Ì· ÙË˜ ÂÈÊ¿ÓÂÈ·˜ ÂÏ¤Á¯Ô˘ Â›Ó·È ÙÔ ÚfiÛËÌÔ ÙÔ˘ ÂÛˆÙÂÚÈÎÔ‡ ÁÈÓÔÌ¤ÓÔ˘ ˘ ñ n.
°È· ‰Â‰ÔÌ¤ÓÔ ¿Ó˘ÛÌ· ˘, ÙÔ ÚfiÛËÌÔ ÙÔ˘ ÁÈÓÔÌ¤ÓÔ˘ ˘ ñ n ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ·fi ÙË ÊÔÚ¿ ÙÔ˘
ÌÔÓ·‰È·›Ô˘ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ n, Ë ÔÔ›· fiÌˆ˜ ‰ÂÓ Â›Ó·È Î·ıÔÚÈÛÌ¤ÓË, ·ÊÔ‡ ÙÔ ¿Ó˘ÛÌ· n ÌÔ-
ÚÂ› Ó· Î·ÙÂ˘ı‡ÓÂÙ·È Â›ÙÂ ÚÔ˜ ÙÔ ÂÛˆÙÂÚÈÎfi Â›ÙÂ ÚÔ˜ ÙÔ ÂÚÈ‚¿ÏÏÔÓ ÙÔ˘ fiÁÎÔ˘ ÂÏ¤Á¯Ô˘.
TÔ ÔÈ¿ ÊÔÚ¿ ı· ¤¯ÂÈ ÙÂÏÈÎ¿ ÙÔ ¿Ó˘ÛÌ· n Â›Ó·È ı¤Ì· Û‡Ì‚·ÛË˜. ™˘Ó‹ıˆ˜ (Î·È ·˘Ù‹ Ë
Û‡Ì‚·ÛË ÂÊ·ÚÌfi˙ÂÙ·È Î·È ÛÙÔ ‚È‚Ï›Ô ·˘Ùfi), ÙÔ ÌÔÓ·‰È·›Ô ¿Ó˘ÛÌ· n Û¯Â‰È¿˙ÂÙ·È Î¿ıÂÙ·
ÚÔ˜ ÙËÓ ÂÈÊ¿ÓÂÈ· ÂÏ¤Á¯Ô˘ Î·È ÌÂ ÊÔÚ¿, ·fi ÙÔ ÂÛˆÙÂÚÈÎfi, ÚÔ˜ ÙÔ ÂÚÈ‚¿ÏÏÔÓ
ÙÔ˘ fiÁÎÔ˘ ÂÏ¤Á¯Ô˘ Î·È, Ë ÊÔÚ¿ ·˘Ù‹, ıÂˆÚÂ›Ù·È ıÂÙÈÎ‹. ŒÙÛÈ ÌÂ ‰Â‰ÔÌ¤ÓË Ï¤ÔÓ ÙË
ÊÔÚ¿ ÙÔ˘ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ n, ÙÔ ÂÛˆÙÂÚÈÎfi ÁÈÓfiÌÂÓÔ ˘ ñ n Â›Ó·È ıÂÙÈÎfi (˘ ñ n � 0) fiÙ·Ó ÙÔ
ÚÂ˘ÛÙfi ÂÎÚ¤ÂÈ ·fi ÙÔÓ fiÁÎÔ ÂÏ¤Á¯Ô˘, ·ÚÓËÙÈÎfi (˘ ñ n � 0) fiÙ·Ó ÂÈÛÚ¤ÂÈ ÛÙÔÓ fiÁÎÔ ÂÏ¤Á-
¯Ô˘ Î·È ÌË‰¤Ó (˘ ñ n = 0) fiÙ·Ó ÎÈÓÂ›Ù·È ·Ú¿ÏÏËÏ· ÚÔ˜ ÙÔ ıÂˆÚÔ‡ÌÂÓÔ ÙÌ‹Ì· ÙË˜
ÂÈÊ¿ÓÂÈ·˜ ÂÏ¤Á¯Ô˘ ‹ ÙÔ ÙÌ‹Ì· ·˘Ùfi Â›Ó·È ÛÙÂÚÂfi (·‰È·¤Ú·ÛÙÔ) ÙÔ›¯ˆÌ·, ÔfiÙÂ,

P˘ıÌfi˜ Î·ı·Ú‹˜ ÂÎÚÔ‹˜ Ì¿˙·˜ ÙÔ˘
ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ·fi ¤Ó·Ó fiÁÎÔ ÂÏ¤Á¯Ô˘
‰È·Ì¤ÛÔ˘ ÙË˜ ÂÈÊ¿ÓÂÈ·˜ ÂÏ¤Á¯Ô˘

   
m = Ú(˘̆ ñ nn)dA =

A
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™¯‹Ì· 4-14 AÂÈÎfiÓÈÛË ÙˆÓ ÌÂÁÂıÒÓ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙÔ˘ Ú˘ıÌÔ‡ ÚÔ‹˜ Ì¿˙·˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡
ÙÔ ÔÔ›Ô ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi Ù˘¯·›· ÂÈÊ¿ÓÂÈ·: (·) ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˘ ÌÂÁ¤ıÔ˘˜ Î·È (‚) ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ‰Ë.

™¯‹Ì· 4-15 (·) AÂÈÎfiÓÈÛË ÙˆÓ ÌÂÁÂıÒÓ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙÔ˘ Ú˘ıÌÔ‡ Î·ı·Ú‹˜ ÂÎÚÔ‹˜ Ì¿˙·˜
ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ‰È·Ì¤ÛÔ˘ ÎÏÂÈÛÙ‹˜ ÂÈÊ¿ÓÂÈ·˜ Î·È (‚) fiÁÎÔ˜ ÂÏ¤Á¯Ô˘ ÛÙÔÓ ÔÔ›Ô ÂÌÊ·Ó›˙ÂÙ·È ÂÈÛÚÔ‹, ÂÎÚÔ‹,
ÂÊ·ÙÔÌÂÓÈÎ‹ ÚÔ‹ Î·È ÌË‰ÂÓÈÎ‹ ÚÔ‹ ‰È·Ì¤ÛÔ˘ ÙˆÓ ÂÈÊ·ÓÂÈÒÓ A1, A2 , A 3 Î·È A 4, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.



ÏfiÁˆ ÙË˜ Û˘Óı‹ÎË˜ ÌË ÔÏ›ÛıËÛË˜, Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Â›Ó·È ÌË‰¤Ó (˘ = 0). ™ÙÔ
™¯‹Ì· 4-15‚ ÂÈÎÔÓ›˙ÂÙ·È ¤Ó·˜ OE Ô˘ ¤¯ÂÈ ÂÈÏÂÁÂ› ¤ÙÛÈ, ÒÛÙÂ Ó· ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È Î·È ÔÈ
Ù¤ÛÛÂÚÈ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ ÚÔ‹˜: ÂÈÛÚÔ‹, ÂÎÚÔ‹, ÂÊ·ÙÔÌÂÓÈÎ‹ ÚÔ‹ Î·È ÌË‰ÂÓÈÎ‹ ÚÔ‹ ÙÔ˘
ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ‰È·Ì¤ÛÔ˘ ÙˆÓ ÂÈÊ·ÓÂÈÒÓ A 1, A 2 , A 3 Î·È A 4, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.

PY£MO™ POH™ O°KOY

ƒ˘ıÌfi˜ ÚÔ‹˜ fiÁÎÔ˘ (‹ ÔÁÎÔÌÂÙÚÈÎ‹ ·ÚÔ¯‹), V
.
, ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Ô fiÁÎÔ˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Ô˘

‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÌÈ· ÔÚÈÛÌ¤ÓË ÂÈÊ¿ÓÂÈ· ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ ÛÙË ÌÔÓ¿‰· ÙÔ˘ ¯ÚfiÓÔ˘. ΔÔ Ì¤ÁÂıÔ˜
·˘Ùfi ¤¯ÂÈ ‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ L3Δ -1 Î·È Ë ÌÔÓ¿‰· Ì¤ÙÚËÛ‹˜ ÙÔ˘ ÛÙÔ ¢ÈÂıÓ¤˜ ™‡ÛÙËÌ· Â›Ó·È ÙÔ m3/s.
°È· ·Û˘Ì›ÂÛÙË ÚÔ‹, Ë ÂÍ›ÛˆÛË (4-67) ÌÔÚÂ› Ó· ÁÚ·ÊÂ› ÌÂ ÙË ÌÔÚÊ‹:

m
.

= ÚV
.

(4-69)

∞fi ÙË Û‡ÁÎÚÈÛË ÙˆÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ (4-67) Î·È (4-69), ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë ÂÍ›ÛˆÛË ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙÔ˘
Ú˘ıÌÔ‡ ÚÔ‹˜ fiÁÎÔ˘ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ‰È·Ì¤ÛÔ˘ ÙË˜ ÂÈÊ¿ÓÂÈ· ∞ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜:

� � (4-70)

H ÔÁÎÔÌÂÙÚÈÎ‹ ·ÚÔ¯‹ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÂ›Ù·È Û˘¯Ó¿, È‰È·›ÙÂÚ· ÛÙË ÚÔ‹ ÚÂ˘ÛÙÒÓ ÛÂ ·ÁˆÁÔ‡˜,
ÁÈ· ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi ÙË˜ Ì¤ÛË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜, –̆, ÌÂ ÙËÓ ÔÔ›· ÙÔ ÚÂ˘ÛÙfi ˘ÔÙ›ıÂÙ·È fiÙÈ ‰È·ÂÚÓ¿
ÙË ıÂˆÚÔ‡ÌÂÓË ÂÈÊ¿ÓÂÈ· A. H Ì¤ÛË Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË:

(4-71)

H ·‡Ï· (–) ¿Óˆ ·fi ÙÔ Û‡Ì‚ÔÏÔ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜, Û˘Ó‹ıˆ˜, ·Ú·ÏÂ›ÂÙ·È Î·È Ë Ì¤ÛË
Ù·¯‡ÙËÙ· ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÙ·È ·Ï¿ ÌÂ ÙÔ Û‡Ì‚ÔÏÔ ˘. H Ì¤ÛË Ù·¯‡ÙËÙ· ·Ó Î·È Â›Ó·È È‰Â·Ù‹,
¯ÚËÛÈÌÔÔÈÂ›Ù·È Û˘¯Ó¿ ˆ˜ Ù·¯‡ÙËÙ· ·Ó·ÊÔÚ¿˜ ÁÈ· ÙË Û‡ÁÎÚÈÛË ÂÈÚ·Ì·ÙÈÎÒÓ ·ÔÙÂÏÂ-
ÛÌ¿ÙˆÓ ·fi ‰È¿ÊÔÚÂ˜ ÚÔ¤˜. °È· ÛÙÚˆÙ‹ ÚÔ‹ ÛÂ ·ÁˆÁÔ‡˜, Ë Ì¤ÛË Ù·¯‡ÙËÙ· ‰È·Ê¤ÚÂÈ
ÛËÌ·ÓÙÈÎ¿ ·fi ÙËÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹ Ù·¯‡ÙËÙ· ÛÙÔ ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ ÙÌ‹Ì· ÙË˜ ÂÁÎ¿ÚÛÈ·˜ ‰È·ÙÔÌ‹˜
ÙÔ˘ ·ÁˆÁÔ‡. AÓÙ›ıÂÙ·, ÛÙËÓ Ù˘Ú‚Ò‰Ë ÚÔ‹, Ë Ì¤ÛË Ù·¯‡ÙËÙ· ÚÔÛÂÁÁ›˙ÂÈ ÛËÌ·ÓÙÈÎ¿ ÙËÓ
Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹ Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜. ™ÙÔ ™¯‹Ì· 4-16 Á›ÓÂÙ·È Û‡ÁÎÚÈÛË ÙË˜ Î·Ù·ÓÔÌ‹˜
Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÁÈ· ÛÙÚˆÙ‹ Î·È Ù˘Ú‚Ò‰Ë ÚÔ‹ ÛÂ ·ÁˆÁfi Î˘ÎÏÈÎ‹˜ ‰È·ÙÔÌ‹˜ ÌÂ ÙË Ì¤ÛË Ù·¯‡ÙËÙ·
ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÛÙÔÓ ›‰ÈÔ ·ÁˆÁfi. H Ì¤ÛË Ù·¯‡ÙËÙ· ¤¯ÂÈ Û¯Â‰È·ÛÙÂ› ÒÛÙÂ Ó· ¤¯ÂÈ ÙËÓ ›‰È· ÙÈÌ‹

  
˘ = V

A
= 1

A
(˘̆ ñ nn)dA

A

ŸÁÎÔ˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Ô˘ ‰È¤Ú¯ÂÙ·È
·fi ÙËÓ Ù˘¯·›· ÂÈÊ¿ÓÂÈ· A ÙÔ˘
Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ ÛÙË ÌÔÓ¿‰· ÙÔ˘ ¯ÚfiÓÔ˘

  
V = (˘̆ ñ nn)dA =

A
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™¯‹Ì· 4-16 ™‡ÁÎÚÈÛË ÙˆÓ Î·Ù·ÓÔÌÒÓ ˘x (r) ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÚÔ‹˜ ÌÂ ÙË Ì¤ÛË Ù·¯‡ÙËÙ· –̆ ÙÔ˘
ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÁÈ·: (·) ÛÙÚˆÙ‹ ÚÔ‹ Î·È (‚) Ù˘Ú‚Ò‰Ë ÚÔ‹ ÛÂ ·ÁˆÁfi Î˘ÎÏÈÎ‹˜ ‰È·ÙÔÌ‹˜.



Î·È ÛÙÈ˜ ‰‡Ô ÚÔ¤˜. A˜ ÛËÌÂÈˆıÂ› fiÙÈ Ë Î·Ì‡ÏË Î·Ù·ÓÔÌ‹˜ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÁÈ· ÛÙÚˆÙ‹ ÚÔ‹
¤¯ÂÈ ıÂˆÚËÙÈÎ‹ ÚÔ¤ÏÂ˘ÛË, ÂÓÒ ÂÎÂ›ÓË ÁÈ· Ù˘Ú‚Ò‰Ë ÚÔ‹ ÂÈÚ·Ì·ÙÈÎ‹ [KÂÊ. 8].

°ENIKEY™H TH™ ENNOIA™ TOY PY£MOY POH™

H ‰È·Î›ÓËÛË Ì¿˙·˜ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÛÙÔÓ ¯ÒÚÔ Û˘ÓÂ¿ÁÂÙ·È Ù·˘Ùfi¯ÚÔÓË ÌÂÙ·ÊÔÚ¿ ÔÛÔÙ‹-
ÙˆÓ ‰È·ÊfiÚˆÓ ÂÎÙ·ÙÈÎÒÓ È‰ÈÔÙ‹ÙˆÓ, fiˆ˜ .¯. ÂÓ¤ÚÁÂÈ·˜, ÔÚÌ‹˜ Î·È ÂÓÙÚÔ›·˜. EÔ-
Ì¤Óˆ˜, Ë ¤ÓÓÔÈ· ÙÔ˘ Ú˘ıÌÔ‡ ÚÔ‹˜ ÌÔÚÂ› Ó· ÁÂÓÈÎÂ˘ıÂ› ÒÛÙÂ Ó· ÂÚÈÏ·Ì‚¿ÓÂÈ ÌÂÙ·-
ÊÔÚ¿ ÔÛfiÙËÙ·˜ ÔÔÈ·Û‰‹ÔÙÂ ÂÎÙ·ÙÈÎ‹˜ È‰ÈfiÙËÙ·˜. ŒÙÛÈ, ·Ó ·Ú·ÛÙ‹ÛÔ˘ÌÂ ÌÂ B
ÌÈ· Ù˘¯·›· ÂÎÙ·ÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡, Ô Ú˘ıÌfi˜ ÚÔ‹˜ ÙË˜ ÔÛfiÙËÙ·˜ B ‰È·Ì¤ÛÔ˘
ÌÈ·˜ ·Ï‹˜ ÂÈÊ¿ÓÂÈ·˜ A ı· ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË:

� � (4-72)

fiÔ˘ b Â›Ó·È Ë ÔÛfiÙËÙ· B ·ÓËÁÌ¤ÓË ÛÙË ÌÔÓ¿‰· Ì¿˙·˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡. H Û¯¤ÛË Ô˘ Û˘Ó-
‰¤ÂÈ ÙÈ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ B Î·È b ÁÈ· ÌÈ· ÔÚÈÛÌ¤ÓË ÔÛfiÙËÙ· Ì¿˙·˜ m Î·È fiÁÎÔ˘ V Â›Ó·È:

(4-73)

fiÔ˘ dm (= ÚdV) Â›Ó·È Ë Ì¿˙· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÙ·È ÛÙÔÓ ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ‰Ë fiÁÎÔ dV.
OÈ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ (4-67) Î·È (4-70) ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ‰‡Ô ÂÈÌ¤ÚÔ˘˜ ÌÔÚÊ¤˜ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ (4-72),
·ÊÔ‡ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ·fi ·˘Ù‹ ÁÈ· B = m (b = 1) Î·È B = V (b = v = 1 /Ú), ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.

MÂ ÙÔÓ ›‰ÈÔ ÙÚfiÔ, ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ Î·È ÙÔÓ Ú˘ıÌfi Î·ı·Ú‹˜ ÂÎÚÔ‹˜ ÙË˜ ÔÛfiÙË-
Ù·˜ B ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ·fi ¤Ó·Ó fiÁÎÔ ÂÏ¤Á¯Ô˘ ‰È·Ì¤ÛÔ˘ ÙË˜ ÂÈÊ¿ÓÂÈ·˜ ÂÏ¤Á¯Ô˘, ‰ËÏ·‰‹:

� � (4-74)

™ÙËÓ ÂÈ‰ÈÎ‹ ÂÚ›ÙˆÛË ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË˜ ÚÔ‹˜ ÛÙÈ˜ ‰È·ÙÔÌ¤˜ ÂÈÛfi‰Ô˘ Î·È ÂÍfi‰Ô˘ ÙÔ˘ ÚÂ˘-
ÛÙÔ‡ ·fi ÙÔÓ OE, ·ÓÙ› ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ (4-74), ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË:

(4-75)

™ÎÔfi˜: O ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi˜ ÙË˜ Ì¤ÛË˜ Î·È ÙË˜ Ì¤ÁÈÛÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ fiÙ·Ó Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ‹
Ë ·Ó·Ï˘ÙÈÎ‹ ¤ÎÊÚ·ÛË ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÙË˜ ÚÔ‹˜.

TÔ Úfi‚ÏËÌ·: °Ï˘ÎÂÚ›ÓË (ıÂÚÌÔÎÚ·Û›·˜ 20ÆC) Ú¤ÂÈ ˘fi ÙËÓ Â›‰Ú·ÛË ÙË˜ ‚·Ú‡ÙËÙ·˜ ÛÂ ÌÈ·
Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË Ï¿Î· Ï¿ÙÔ˘˜ b = 1 m, Û¯ËÌ·Ù›˙ÔÓÙ·˜ Â¿Óˆ ÛÂ ·˘Ù‹Ó ¤Ó· ÛÙÚÒÌ· ÔÌÔÈfiÌÔÚÊÔ˘
¿¯Ô˘˜ ‰ (‚Ï. ™¯‹Ì· ¶4-9). ™Â Û˘Óı‹ÎÂ˜ ÌfiÓÈÌË˜ Î·È ÛÙÚˆÙ‹˜ ÚÔ‹˜, Ë Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÙË˜ Ù·¯‡ÙË-
Ù·˜ Î·ıfi‰Ô˘ ÙË˜ ÁÏ˘ÎÂÚ›ÓË˜ ÛÂ Ù˘¯·›· ‰È·ÙÔÌ‹ ÙÔ˘ ÛÙÚÒÌ·ÙÔ˜ ÂÁÎ¿ÚÛÈ·˜ ÚÔ˜ ÙË ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË
ÚÔ‹˜ ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙËÓ ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË:

    B = bÚ(˘̆ ñ nn)A∑
EE

P˘ıÌfi˜ Î·ı·Ú‹˜ ÂÎÚÔ‹˜ ÙË˜ ÔÛfiÙËÙ·˜ 
B ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ·fi ¤Ó·Ó fiÁÎÔ ÂÏ¤Á¯Ô˘ 
‰È·Ì¤ÛÔ˘ ÙË˜ ÂÈÊ¿ÓÂÈ·˜ ÂÏ¤Á¯Ô˘

   
B = bÚ(˘̆ ñ nn)dA =

EE

  
B = b dm = bÚdV

V
m

¶ÔÛfiÙËÙ· B ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Ô˘ ‰È¤Ú¯ÂÙ·È
·fi ÙËÓ Ù˘¯·›· ÂÈÊ¿ÓÂÈ· A ÙÔ˘ Â‰›Ô˘
ÚÔ‹˜ ÛÙË ÌÔÓ¿‰· ÙÔ˘ ¯ÚfiÓÔ˘

   
B = bÚ(˘̆ ñ nn)dA =

A
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(1)

fiÔ˘ Ó Â›Ó·È ÙÔ ÎÈÓËÌ·ÙÈÎfi ÈÍÒ‰Â˜ ÙË˜ ÁÏ˘ÎÂÚ›ÓË˜, g Ë
ÙÔÈÎ‹ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ‚·Ú‡ÙËÙ·˜ Î·È y Ë ·fiÛÙ·ÛË ·fi ÙËÓ
ÂÈÊ¿ÓÂÈ· ÙË˜ Ï¿Î·˜.
·. N· Â˘ÚÂıÂ› Ë Û¯¤ÛË Ô˘ Û˘Ó‰¤ÂÈ ÙË Ì¤ÛË ÌÂ ÙË Ì¤ÁÈÛÙË

Ù·¯‡ÙËÙ· ÙË˜ ÁÏ˘ÎÂÚ›ÓË˜.
‚. AÓ Ë ÔÁÎÔÌÂÙÚÈÎ‹ ·ÚÔ¯‹ ÙË˜ ÁÏ˘ÎÂÚ›ÓË˜ Â›Ó·È      

0,075 m3/ s, fiÛÔ Â›Ó·È ÙÔ ¿¯Ô˜ ‰ ÙÔ˘ ÛÙÚÒÌ·ÙÔ˜;

§‡ÛË: °È· ÙËÓ Â‡ÚÂÛË ÙË˜ Û¯¤ÛË˜ Ô˘ Û˘Ó‰¤ÂÈ ÙË
Ì¤ÛË Ù·¯‡ÙËÙ· –̆ ÌÂ ÙË Ì¤ÁÈÛÙË Ù·¯‡ÙËÙ· ˘m ÙË˜ ÁÏ˘ÎÂ-
Ú›ÓË˜, ı· ‚ÚÔ‡ÌÂ ÚÒÙ· ÙÈ˜ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜ ·˘ÙÒÓ Û˘Ó·ÚÙ‹-
ÛÂÈ ÁÓˆÛÙÒÓ ÌÂÁÂıÒÓ. H Ì¤ÛË Ù·¯‡ÙËÙ· ÙË˜ ÁÏ˘ÎÂÚ›ÓË˜
˘ÔÏÔÁ›˙ÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (4-71):

(·-1)

E‰Ò Ë ÂÈÊ¿ÓÂÈ· A ¤¯ÂÈ Û¯‹Ì· ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ ·Ú·ÏÏËÏÔÁÚ¿ÌÌÔ˘, Ì‹ÎÔ˘˜ b Î·È Ï¿ÙÔ˘˜ ‰, ÙÔ
ÔÔ›Ô Â›Ó·È Î¿ıÂÙÔ ÛÙÔÓ ¿ÍÔÓ· z, ¿Ú· ÙÔ ÌÔÓ·‰È·›Ô ¿Ó˘ÛÌ· n = k. H ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ‰Ë˜ ÂÈÊ¿ÓÂÈ·
dA Â›Ó·È Î·È ·˘Ù‹ ÔÚıÔÁÒÓÈÔ ·Ú·ÏÏËÏfiÁÚ·ÌÌÔ, Ì‹ÎÔ˘˜ b Î·È Ï¿ÙÔ˘˜ dy (‚Ï. ™¯‹Ì· ¶4-9).
ŒÙÛÈ, Ë ÂÍ›ÛˆÛË (·-1) ÙÚÔÔÔÈÂ›Ù·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:

(·-2)

MÂÙ¿ ÙËÓ ÂÎÙ¤ÏÂÛË ÙË˜ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛË˜ ÛÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (·-2), Ï·Ì‚¿ÓÂÙ·È Ë Û¯¤ÛË: 

(·-3)

°È· Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ ÙË Ì¤ÁÈÛÙË Ù·¯‡ÙËÙ· ˘m ·Ú·ÁˆÁ›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ÂÍ›ÛˆÛË ˆ˜ ÚÔ˜ y:

(·-4)

H ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ d˘z /dy ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË:

(·-5)

™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÙÈÌ‹ ÙË˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜ y (¤ÛÙˆ ym) ÁÈ· ÙËÓ ÔÔ›· ÌË‰ÂÓ›˙ÂÙ·È Ë
·Ú¿ÁˆÁÔ˜ d˘z /dy, ¿Ú· Î·È ÙË ı¤ÛË ÛÙËÓ ÔÔ›· Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ¤¯ÂÈ ÙË Ì¤ÁÈÛÙË ÙÈÌ‹. A˘Ùfi Û˘Ì-
‚·›ÓÂÈ ÛÙË ı¤ÛË y m = ‰, ‰ËÏ·‰‹ ÛÙËÓ ÂÏÂ‡ıÂÚË ÂÈÊ¿ÓÂÈ· ÙÔ˘ ÛÙÚÒÌ·ÙÔ˜ ÙË˜ ÁÏ˘ÎÂÚ›ÓË˜.
[H ‰Â‡ÙÂÚË ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ d 2˘z / dy 2 = – g /Ó � 0, ÁÂÁÔÓfi˜ Ô˘ ÂÈ‚Â‚·ÈÒÓÂÈ fiÙÈ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË uz(y)
¤¯ÂÈ Ì¤ÁÈÛÙÔ]. £¤ÙÔÓÙ·˜ ÙÒÚ· y = ‰ ÛÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (·-4), Ï·Ì‚¿ÓÂÙ·È Ë Û¯¤ÛË:

(·-6)

¢È·ÈÚÒÓÙ·˜ Î·Ù¿ Ì¤ÏË ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ (·-2) Î·È (·-6), ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë Û¯¤ÛË:

(·-7)

ÕÚ·, Ë Ì¤ÛË Ù·¯‡ÙËÙ· Î·ıfi‰Ô˘ ÙË˜ ÁÏ˘ÎÂÚ›ÓË˜ Â›Ó·È ›ÛË ÌÂ Ù· 2/3 ÙË˜ Ì¤ÁÈÛÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜.

 ˘

˘m

=
2
3

 ˘m =
g‰ 2

2Ó

 d˘z

dy
=

g
Ó

(‰ – y)

 ˘z =
g‰2

Ó
y
‰

–
1
2

y
‰

2

 ˘ =
g‰ 2

3Ó

 
˘ = ˘zdA = 1

b‰
A

g‰ 2

Ó
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‰
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1
2

y
‰

2

bdy
0

‰
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‰Ó

‰y –
y 2

2
dy

0

‰

  ˘ = 1
A

(˘̆ ñ nn)dA

A

·

  
˘̆ =
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Ó
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‰

–
1
2

y
‰

2
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H ÔÁÎÔÌÂÙÚÈÎ‹ ·ÚÔ¯‹ V
.

ÙË˜ ÁÏ˘ÎÂÚ›ÓË˜ ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË:

(‚-1)

§‡ÓÔÓÙ·˜ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË ·˘Ù‹ ˆ˜ ÚÔ˜ ‰, ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë Û¯¤ÛË:

(‚-2)

Afi Ù· Ù¤ÛÛÂÚ· ÌÂÁ¤ıË ÙÔ˘ ‰Â‡ÙÂÚÔ˘ Ì¤ÏÔ˘˜ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ (‚-2) Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ¿ Ë ·ÚÔ¯‹
V
.

= 0,075 m3 / s, ÙÔ Ï¿ÙÔ˜ ÙË˜ Ï¿Î·˜ b = 1 m Î·È Ë ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ‚·Ú‡ÙËÙ·˜ g = 9,81 m / s 2. TÔ
ÎÈÓËÌ·ÙÈÎfi ÈÍÒ‰Â˜ ÙË˜ ÁÏ˘ÎÂÚ›ÓË˜ Ó = 1,18 × 10 –3 m2/ s (·fi ÙÔÓ ¶›Ó·Î· ¶-3). AÓÙÈÎ·ıÈÛÙÒÓÙ·˜
ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ ÌÂÁÂıÒÓ V

.
, b, g Î·È Ó ÛÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (‚-2), ÚÔÎ‡ÙÂÈ:

(‚-3)

ÕÚ·, ÙÔ ¿¯Ô˜ ‰ ÙÔ˘ ÛÙÚÒÌ·ÙÔ˜ ÙË˜ ÁÏ˘ÎÂÚ›ÓË˜ Ô˘ Û¯ËÌ·Ù›˙ÂÙ·È Â¿Óˆ ÛÙËÓ Ï¿Î· Â›Ó·È 3 cm.

™ÎÔfi˜: O ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi˜ ÙÔ˘ Ú˘ıÌÔ‡ ÚÔ‹˜ fiÁÎÔ˘ ‰È·Ì¤ÛÔ˘ ÂÓfi˜ ÙÌ‹Ì·ÙÔ˜ ÙË˜ ÂÈÊ¿ÓÂÈ·˜ ÂÏ¤Á¯Ô˘
fiÙ·Ó Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ¿ Ô Ú˘ıÌfi˜ Î·ı·Ú‹˜ ÂÎÚÔ‹˜ fiÁÎÔ˘ ·fi ÙÔÓ fiÁÎÔ ÂÏ¤Á¯Ô˘ Î·È ÔÈ Î·Ù·ÓÔÌ¤˜ ÙË˜
Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÛÙ· ˘fiÏÔÈ· ÙÌ‹Ì·Ù· ÙË˜ ÂÈÊ¿ÓÂÈ·˜ ÂÏ¤Á¯Ô˘ Ô˘ ‰È·ÂÚÓÒÓÙ·È ·fi ÙÔ ÚÂ˘ÛÙfi.

TÔ Úfi‚ÏËÌ·: ŒÓ· ·Û˘Ì›ÂÛÙÔ ÚÂ˘ÛÙfi Ú¤ÂÈ Â¿Óˆ ÛÂ ÔÚÈ˙fiÓÙÈ· Ï¿Î·, Ì‹ÎÔ˘˜ � Î·È Ï¿ÙÔ˘˜ b,
fiˆ˜ Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ ™¯‹Ì· ¶4-10. TÔ ÚÂ˘ÛÙfi ÊÙ¿ÓÂÈ ÛÙËÓ ·Ú¯‹ ÙË˜ Ï¿Î·˜ ÌÂ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË
Ù·¯‡ÙËÙ· ˘0 (= ˘x,1) Î·È ÙËÓ ÂÁÎ·Ù·ÏÂ›ÂÈ ÌÂ Ù·¯‡ÙËÙ· ˘x, 2 Ë ÔÔ›· ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË:

(1)

fiÔ˘ ‰ Â›Ó·È ÙÔ ¿¯Ô˜ ÙÔ˘ ÔÚÈ·ÎÔ‡ ÛÙÚÒÌ·ÙÔ˜ ÛÙË
ı¤ÛË 2 Î·È y Ë Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË ·fiÛÙ·ÛË ·fi ÙËÓ ÂÈ-
Ê¿ÓÂÈ· ÙË˜ Ï¿Î·˜. AÓ Ô Ú˘ıÌfi˜ Î·ı·Ú‹˜ ÂÎÚÔ‹˜
Ì¿˙·˜ ·fi ÙÔÓ ÂÈÎÔÓÈ˙fiÌÂÓÔ fiÁÎÔ ÂÏ¤Á¯Ô˘ Â›Ó·È
ÌË‰¤Ó, Ó· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ô ·Ó¿ ÌÔÓ¿‰· ‚¿ıÔ˘˜ Ú˘ıÌfi˜
ÚÔ‹˜ fiÁÎÔ˘ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ‰È·Ì¤ÛÔ˘ ÙË˜ Â›Â‰Ë˜ ÂÈ-
Ê¿ÓÂÈ·˜ ÛÙË ı¤ÛË y = ‰ ˆ˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ˘0

Î·È ÙÔ˘ ¿¯Ô˘˜ ‰ ÙÔ˘ ÔÚÈ·ÎÔ‡ ÛÙÚÒÌ·ÙÔ˜.

§‡ÛË: ™ÙÔ ™¯‹Ì· ¶4-8, ÂÎÙfi˜ ·fi ÙÔÓ fiÁÎÔ ÂÏ¤Á¯Ô˘, ·ÂÈÎÔÓ›˙ÔÓÙ·È ÙÔ Î·ÚÙÂÛÈ·Ófi Û‡ÛÙËÌ·
Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔ ÔÔ›Ô ·Ó¿ÁÂÙ·È Ë Î›ÓËÛË ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Î·È ÔÈ Î·Ù·ÓÔÌ¤˜ ÙË˜ Ù·¯‡-
ÙËÙ·˜ ÛÙÈ˜ ı¤ÛÂÈ˜ x1 = 0 Î·È x2 = �. O Ú˘ıÌfi˜ Î·ı·Ú‹˜ ÂÎÚÔ‹˜ Ì¿˙·˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ·fi ÙÔÓ
fiÁÎÔ ÂÏ¤Á¯Ô˘ ‰È·Ì¤ÛÔ˘ ÙË˜ ÂÈÊ¿ÓÂÈ·˜ ÂÏ¤Á¯Ô˘ ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (4-68):

(2)

EÂÈ‰‹ ÙÔ ÚÂ˘ÛÙfi ıÂˆÚÂ›Ù·È ·Û˘Ì›ÂÛÙÔ (¿Ú· Ë ˘ÎÓfiÙËÙ· Ú Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚ‹) Î·È Ô Ú˘ıÌfi˜
Î·ı·Ú‹˜ ÂÎÚÔ‹˜ Ì¿˙·˜ ‰›ÓÂÙ·È fiÙÈ Â›Ó·È ÌË‰¤Ó (m

.
= 0), Ë ÂÍ›ÛˆÛË (2) Ï·Ì‚¿ÓÂÈ ÙË ÌÔÚÊ‹:

   m = Ú(˘̆ ñ nn)dA

EE

 ˘x, 2 = ˘0 sin
y
2‰

  
‰ =

3 (1,18 × 10 – 3 m2/ s) (0,075 m3/ s)

(9,81 m/ s 2) (1 m)

3

= 0,030 m

 
‰ =

3ÓV
gb

3

 V = ˘ A =
g‰ 2

3Ó
(b‰) =

gb ‰ 3

3Ó

‚
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(3)

H ÂÍ›ÛˆÛË (3) ‰Â›¯ÓÂÈ fiÙÈ Ô Ú˘ıÌfi˜ Î·ı·Ú‹˜ ÂÎÚÔ‹˜ fiÁÎÔ˘ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ·fi ÙÔÓ fiÁÎÔ ÂÏ¤Á¯Ô˘
‰È·Ì¤ÛÔ˘ ÙË˜ EE Â›Ó·È ÌË‰¤Ó. H ÙÂÏÂ˘Ù·›· ÂÍ›ÛˆÛË ÌÔÚÂ› Ó· ÁÚ·ÊÂ› ˆ˜ ÂÍ‹˜:

(4)

T· Ù¤ÛÛÂÚ· ÔÏÔÎÏËÚÒÌ·Ù· ‰›ÓÔ˘Ó ÙÔ˘˜ Ú˘ıÌÔ‡˜ ÚÔ‹˜ fiÁÎÔ˘ ‰È·Ì¤ÛÔ˘ ÙˆÓ ÂÈÊ·ÓÂÈÒÓ A1 (ÛÙË ı¤ÛË
x1 = 0), A2 (ÛÙË ı¤ÛË x2 = �), A3 (ÛÙË ı¤ÛË y = ‰) Î·È A4 (ÛÙË ı¤ÛË y = 0). TÔ Ù¤Ù·ÚÙÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ·
Â›Ó·È ÌË‰¤Ó, ·ÊÔ‡ Ë ÂÈÊ¿ÓÂÈ· A4 Â›Ó·È ·‰È·¤Ú·ÛÙË ·fi ÚÂ˘ÛÙfi. ŒÙÛÈ, Ë ÂÍ›ÛˆÛË (4) ÁÚ¿ÊÂÙ·È:

(5)

T· ÌÔÓ·‰È·›· ·Ó‡ÛÌ·Ù· n1 Î·È n2 Ù· Î¿ıÂÙ· ÛÙÈ˜ Â›Â‰Â˜ ÂÈÊ¿ÓÂÈÂ˜ A1 Î·È A2, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·,
Â›Ó·È n1 = – i Î·È n2 = i, ÔfiÙÂ Ë ÂÍ›ÛˆÛË (5) ÁÚ¿ÊÂÙ·È:

(6)

EÂÈ‰‹ dA1 = dA2 = bdy, fiÔ˘ 0 � y � ‰, Ë ÂÍ›ÛˆÛË (6) ÙÚÔÔÔÈÂ›Ù·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:

(7)

MÂÙ¿ ÙËÓ ÂÎÙ¤ÏÂÛË ÙˆÓ Ú¿ÍÂˆÓ ÛÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (7), Ï·Ì‚¿ÓÂÙ·È ÙÂÏÈÎ¿ Ë Û¯¤ÛË:

(8)

ÕÚ·, Ô Ú˘ıÌfi˜ ÚÔ‹˜ fiÁÎÔ˘ ·Ó¿ ÌÔÓ¿‰· ‚¿ıÔ˘˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ‰È·Ì¤ÛÔ˘ ÙË˜ ÂÈÊ¿ÓÂÈ·˜ A3 Â›Ó·È:

(9)

°Ú·ÊÈÎ‹ ¶·Ú¿ÛÙ·ÛË ¶Â‰›ˆÓ PÔ‹˜

™ÙË ÌÂÏ¤ÙË ÙˆÓ ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ ÚÔ‹˜ ÚÂ˘ÛÙÒÓ Â›Ó·È Û˘¯Ó¿ ÂÈı˘ÌËÙ‹ Ë ‡·ÚÍË ÌÈ·˜
ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ÁÈ· ÙÔ Â‰›Ô ÚÔ‹˜. TÔ Û¯Â‰ÈÔÁÚ¿ÊËÌ· Û˘Ì‚¿ÏÏÂÈ ÛËÌ·ÓÙÈÎ¿
ÛÙËÓ ÔÈÔÙÈÎ‹ Î·È, ÌÂÚÈÎ¤˜ ÊÔÚ¤˜, ÛÙËÓ ÔÛÔÙÈÎ‹ ÂÚÈÁÚ·Ê‹ ÙË˜ ÚÔ‹˜. °È· ÙËÓ ·ÂÈ-
ÎfiÓÈÛË ÙˆÓ Â‰›ˆÓ ÚÔ‹˜ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÓÙ·È ÙÚ›· Â›‰Ë ÁÚ·ÌÌÒÓ: ÙÚÔ¯È¤˜, ÈÓÒ‰ÂÈ˜ ÊÏ¤‚Â˜
Î·È ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜.

TPOXIE™

TÚÔ¯È¿ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Ë ‰È·‰ÚÔÌ‹ ÙËÓ ÔÔ›· ·ÎÔÏÔ˘ıÂ› ¤Ó· Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ ÛˆÌ·Ù›‰ÈÔ
ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Î·ıÒ˜ ÎÈÓÂ›Ù·È Ì¤Û· ÛÙÔ Â‰›Ô ÚÔ‹˜ ÁÈ· ¤Ó· ‰Â‰ÔÌ¤ÓÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ·, ¢t.

 V
b

= ˘0 ‰ 1 – 2


 V = ˘0 ‰b 1 – 2


 
V = ˘0 bdy –

0

‰

˘0 sin
y
2‰

bdy = ˘0 b y +
2‰


cos
y
2‰ y = 0

y = ‰

0

‰

  V = – [˘̆ 1 ñ (– ii))]dA1 –

A1

(˘̆ 2 ñ ii)dA2 =

A2

˘x, 1 dA1 –

A1

˘x, 2 dA2

A2

  V = (˘̆ 3 ñ nn 3)dA 3 = –

A3

(˘̆ 1 ñ nn 1)dA 1 –

A1

(˘̆ 2 ñ nn 2)dA 2

A2

  (˘̆ 1 ñ nn 1)dA1 +

A1

(˘̆ 2 ñ nn 2)dA2 +

A2

(˘̆ 3 ñ nn 3)dA3 +

A3

(˘̆ 4 ñ nn 4)dA4 = 0

A4

  (˘̆ ñ nn)dA = 0

EE

4-7
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™ÙÔ ™¯‹Ì· 4-17 ÂÈÎÔÓ›˙ÂÙ·È Ë ÙÚÔ¯È¿ ÂÓfi˜ ÛˆÌ·-
ÙÈ‰›Ô˘ ÙÔ ÔÔ›Ô ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t = t0 ‚ÚÈÛÎfi-
Ù·Ó ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô M ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘. °È· ÙËÓ ÂÈÚ·Ì·-
ÙÈÎ‹ Â‡ÚÂÛË ÌÈ·˜ ÙÚÔ¯È¿˜ Ú¤ÂÈ ÚÒÙ· Ó· ÂÈ-
ÛËÌ¿ÓÔ˘ÌÂ (.¯. ÌÂ ¯ÚˆÌ·ÙÈÛÌfi) ÙÔ ÛˆÌ·Ù›‰ÈÔ
ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÙËÓ Î›ÓËÛË ÙÔ˘ ÔÔ›Ô˘ ÂÈı˘ÌÔ‡ÌÂ
Ó· ·Ú·ÎÔÏÔ˘ı‹ÛÔ˘ÌÂ. ™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· "·ÔÙ˘Ò-
ÓÔ˘ÌÂ" (.¯. ÌÂ ‰È·‰Ô¯ÈÎ¤˜ ÊˆÙÔÁÚ·Ê‹ÛÂÈ˜ ‹
ÎÈÓËÌ·ÙÔÁÚ¿ÊËÛË) ÙËÓ Î›ÓËÛË ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘
ÛÙÔÓ ¯ÒÚÔ ÛÂ ‰È¿ÊÔÚÂ˜ ¯ÚÔÓÈÎ¤˜ ÛÙÈÁÌ¤˜. Afi
Ù· ‰È¿ÊÔÚ· "ÛÙÈÁÌÈfiÙ˘·" ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ ÂÓÙÔ-
›˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ ı¤ÛÂÈ˜ ·fi ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ¤Ú·ÛÂ ÙÔ
¯ÚˆÌ·ÙÈÛÌ¤ÓÔ ÛˆÌ·Ù›‰ÈÔ Î·È ÙÈ˜ Û˘Ó‰¤Ô˘ÌÂ ÌÂ Û˘ÓÂ¯‹ ÁÚ·ÌÌ‹. A˘Ù‹ Ë ÁÚ·ÌÌ‹ ·Ô-
ÙÂÏÂ› ÙËÓ ÙÚÔ¯È¿ ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ÁÈ· ÙÔ ıÂˆÚÔ‡ÌÂÓÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ·. 

™ÙËÓ Ú¿ÍË, ÁÈ· ÙËÓ Â‡ÚÂÛË ÙˆÓ ÙÚÔ¯ÈÒÓ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÓÙ·È ·ÈˆÚÔ‡ÌÂÓ· ÛˆÌ·Ù›‰È·
Ù· ÔÔ›· ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ·Ó·ÎÏÔ‡Ó Êˆ˜ Î·È ÊˆÙ›˙ÂÙ·È ¤ÓÙÔÓ· ÙÔ Â‰›Ô ÚÔ‹˜. T· ÊˆÙÈ-
˙fiÌÂÓ· ÛˆÌ·Ù›‰È· ·Ú·Û‡ÚÔÓÙ·È ·fi ÙÔ ÎÈÓÔ‡ÌÂÓÔ ÚÂ˘ÛÙfi ‰È·ÁÚ¿ÊÔÓÙ·˜ ÛÙÔ Â‰›Ô
ÚÔ‹˜ Ï‹ıÔ˜ ÙÚÔ¯ÈÒÓ, Ë "·ÔÙ‡ˆÛË" ÙˆÓ ÔÔ›ˆÓ Á›ÓÂÙ·È ÌÂ ÙÈ˜ ÚÔ·Ó·ÊÂÚıÂ›ÛÂ˜
ÙÂ¯ÓÈÎ¤˜. ™ÙÔ ™¯‹Ì· 4-18 Ê·›ÓÂÙ·È ·Ú·ÛÙ·ÙÈÎ¿ Ë ÚÔ‹ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÛÂ ÌÈ· ÂÈÚ·Ì·-
ÙÈÎ‹ ‰È¿Ù·ÍË ÚÔÛÔÌÔ›ˆÛË˜ ˘ÂÚ¯ÂÈÏÈÛÙ‹Ú· ÊÚ¿ÁÌ·ÙÔ˜. OÈ ÊˆÙÂÈÓ¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ·Ú¿-
ÁÔÓÙ·È ·fi Ù· ÎÈÓÔ‡ÌÂÓ· ÛˆÌ·Ù›‰È· Î·È ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÙÌ‹Ì·Ù· ÙˆÓ ÙÚÔ¯ÈÒÓ ÙÔ˘˜.

EÍ›ÛˆÛË TÚÔ¯ÈÒÓ: H ÙÚÔ¯È¿ ÂÓfi˜ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡, ¤ÛÙˆ ÙÔ˘ R0, ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÙ·È
Ì·ıËÌ·ÙÈÎ¿ ·fi ÙËÓ ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË: 

R = R (R0, t) = R(x0, y0, z 0, t) (4-76)

Ë ÌÔÚÊ‹ ÙË˜ ÔÔ›·˜ ˘Ô‰ËÏÒÓÂÈ ÂÚÈÁÚ·Ê‹ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ ÌÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô Lagrange.
EÔÌ¤Óˆ˜, Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙˆÓ Â‰›ˆÓ ÚÔ‹˜ ÌÂ ÙÚÔ¯È¤˜ Â›Ó·È ÛÙËÓ Ô˘Û›· Ë
·ÂÈÎfiÓÈÛË ÙˆÓ Î·Ù¿ Lagrange Ì·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ Û¯¤ÛÂˆÓ Ô˘ ‰È¤Ô˘Ó ÙËÓ Î›ÓËÛË ÙÔ˘
ÚÂ˘ÛÙÔ‡. H ·ÎÚÈ‚‹˜ ÌÔÚÊ‹ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ (4-76) ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙ÂÙ·È Â‡ÎÔÏ· ·Ó Â›Ó·È ÁÓˆ-
ÛÙ‹ Ë Î·Ù¿ Lagrange ¤ÎÊÚ·ÛË ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ Ù·¯‡ÙËÙ·˜, Ë Û˘Ó·ÚÙËÛÈ·Î‹ ¤ÎÊÚ·ÛË ÙÔ˘
ÔÔ›Ô˘ Ï·Ì‚¿ÓÂÙ·È ·Ô ÙË ÁÂÓÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË (4-19) ÁÈ· £ = ˘:
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™¯‹Ì· 4-18 TÚÔ¯È¤˜ ·ÈˆÚÔ‡ÌÂÓˆÓ ÛˆÌ·ÙÈ‰›ˆÓ ÛÂ ÚÂ‡Ì·
˘ÁÚÔ‡ ¿Óˆ ·fi ÌÔÓÙ¤ÏÔ ˘ÂÚ¯ÂÈÏÈÛÙ‹Ú· ÊÚ¿ÁÌ·ÙÔ˜.

™¯‹Ì· 4-17 AÂÈÎfiÓÈÛË ÙÚÔ¯È¿˜.



˘ = ˘ (R0, t) = ˘ (x0, y0, z 0, t) (4-76)

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (4-42), Ë ÛÙÈÁÌÈ·›· Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ R0 ‰›ÓÂÙ·È
·fi ÙËÓ ˘ÏÈÎ‹ ·Ú¿ÁˆÁÔ ÙÔ˘ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ ı¤ÛË˜:

(4-42)

™ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· Î·ÚÙÂÛÈ·ÓÒÓ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ, ÔÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ˘x, ˘y Î·È ˘z ÙÔ˘ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ ˘
ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ‰›ÓÔÓÙ·È ·fi ÙÈ˜ ‚·ıÌˆÙ¤˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜:

(4-77)

OÈ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ·˘Ù¤˜ ÌÔÚÂ› Ó· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈËıÔ‡Ó ÁÈ· ÙÔÓ ıÂˆÚËÙÈÎfi ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi ÙË˜
ÙÚÔ¯È¿˜ ÔÔÈÔ˘‰‹ÔÙÂ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘, ·ÚÎÂ› Ó· Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ¤˜ ÔÈ ˘ÏÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜
(x0, y0, z 0) Î·È ÔÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ˘x, ˘y Î·È ˘z ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘.

INø¢EI™ º§EBE™

IÓÒ‰Ë˜ ÊÏ¤‚· ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÌÈ· ÓÔËÙ‹ ÁÚ·ÌÌ‹
Â¿Óˆ ÛÙËÓ ÔÔ›· ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ
ÛˆÌ·ÙÈ‰›ˆÓ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Ù· ÔÔ›· ¤Ú·-
Û·Ó ·fi ¤Ó· ÔÚÈÛÌ¤ÓÔ ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ Â‰›Ô˘
ÚÔ‹˜, ÚÈÓ ·fi ÌÈ· ‰Â‰ÔÌ¤ÓË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁ-
Ì‹ t. ™ÙÔ ™¯‹Ì· 4-19 ÂÈÎÔÓ›˙ÂÙ·È Ë ÈÓÒ‰Ë˜
ÊÏ¤‚· ÙˆÓ ÛˆÌ·ÙÈ‰›ˆÓ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Ù·
ÔÔ›· ¤Ú·Û·Ó ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô M ÙÔ˘ Â‰›-
Ô˘ ÚÔ‹˜ ÛÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ· ·fi t = t0

Ì¤¯ÚÈ t = t. °È· Ó· ·Ó·Ù‡ÍÔ˘ÌÂ ÂÈÚ·Ì·ÙÈ-
Î¿ ÌÈ· ÈÓÒ‰Ë ÊÏ¤‚·, ÂÈÛ¿ÁÔ˘ÌÂ ÛÂ ¤Ó· ÚÔ-
Î·ıÔÚÈÛÌ¤ÓÔ ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ ¤Ó·
ÏÂÙfi ÛˆÏ‹Ó· Î·È ‰ÈÔ¯ÂÙÂ‡Ô˘ÌÂ Ì¤Û· ·fi
·˘ÙfiÓ ÌÈ· ¯ÚˆÛÙÈÎ‹ Ô˘Û›·. T· ÛˆÌ·Ù›‰È· ÙË˜ ¯ÚˆÛÙÈÎ‹˜ Ô˘Û›·˜, Î·ıÒ˜ ·Ú·Û‡ÚÔ-
ÓÙ·È ·fi ÙÔ ÎÈÓÔ‡ÌÂÓÔ ÚÂ˘ÛÙfi, Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó ÌÈ· ¤Á¯ÚˆÌË ·Î·ÓfiÓÈÛÙË ÁÚ·ÌÌ‹ Ì¤Û·
ÛÙÔ Â‰›Ô ÚÔ‹˜. EÊfiÛÔÓ ‰ÂÓ ·Ú·ÙËÚÂ›Ù·È ÛËÌ·ÓÙÈÎ‹ ‰È¿¯˘ÛË ‹ ·Ó¿ÌÂÈÍË ÙË˜ ¯Úˆ-
ÛÙÈÎ‹˜ Ô˘Û›·˜ ÌÂ ÙÔ ÎÈÓÔ‡ÌÂÓÔ ÚÂ˘ÛÙfi, ·˘Ù‹ Ë ¤Á¯ˆÌË ÁÚ·ÌÌ‹ ÌÔÚÂ› Ó· ıÂˆÚËıÂ›
fiÙÈ ·ÔÙÂÏÂ› ÙËÓ ÈÓÒ‰Ë ÊÏ¤‚· ÙˆÓ ÛˆÌ·ÙÈ‰›ˆÓ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Ù· ÔÔ›· ¤Ú·Û·Ó ·fi
ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ¤Á¯˘ÛË˜ ÙË˜ Ô˘Û›·˜ fiÛÔ ¯ÚfiÓÔ Û˘ÓÂ¯È˙fiÙ·Ó Ë ‰ÈÔ¯¤ÙÂ˘Û‹ ÙË˜ ÛÙÔ Â‰›Ô
ÚÔ‹˜. ™ÙÔ ™¯‹Ì· 4-20 ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÙ·È ÁÚ·ÊÈÎ¿ Ë ÚÔ‹ ·¤Ú· Á‡Úˆ ·fi ·ÂÚÔÙÔÌ‹ Ù¤Ú˘-
Á·˜ ·ÂÚÔÏ¿ÓÔ˘. OÈ ÊˆÙÂÈÓ¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ·ÚÈÛÙ¿ÓÔ˘Ó ÈÓÒ‰ÂÈ˜ ÊÏ¤‚Â˜ ÔÈ ÔÔ›Â˜ ·Ú¿-
ÁÔÓÙ·È ÌÂ ‰ÈÔ¯¤ÙÂ˘ÛË Î·ÓÔ‡ ÛÂ ‰È¿ÊÔÚ· ÛËÌÂ›· ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜.

EÍ›ÛˆÛË IÓˆ‰ÒÓ ºÏÂ‚ÒÓ: °È· ÙÔÓ Ì·ıËÌ·ÙÈÎfi ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi ÌÈ·˜ ÈÓÒ‰Ô˘˜ ÊÏ¤‚·˜
ÌÔÚÂ› Ó· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈËıÂ› Ë ÂÍ›ÛˆÛË (4-76) ÙˆÓ ÙÚÔ¯ÈÒÓ, ÁÈ· Ó· Î·ıÔÚÈÛÙÔ‡Ó ÔÈ¿
ÛˆÌ·Ù›‰È· ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ¤Ú·Û·Ó ·fi ¤Ó· ÚÔÎ·ıÔÚÈÛÌ¤ÓÔ ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ ÛÂ ‰Â‰ÔÌ¤ÓÔ
¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ·. ™ÙÔ ™¯‹Ì· 4-21 ·ÂÈÎÔÓ›˙ÔÓÙ·È Ù· ÛˆÌ·Ù›‰È· ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Ù· ÔÔ›·
‰È¤Ú¯ÔÓÙ·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô M(a, b, c) ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ ÛÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ· ¢t (= t – t0).
H ÙÚÔ¯È¿ Î¿ıÂ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË:

R = R (R0, t) (4-78)

Î·È, ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊ·, Ë "Ù·˘ÙfiÙËÙ·" R0 Î¿ıÂ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÌÔÚÂ› Ó· ÂÎÊÚ·ÛÙÂ›

 ˘x = dx
dt

˘y =
dy
dt

˘z = dz
dt

  ˘̆ = dRR

dt RR 0
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™¯‹Ì· 4-19 AÂÈÎfiÓÈÛË ÈÓÒ‰Ô˘˜ ÊÏ¤‚·˜.



ˆ˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙÔ˘ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ ı¤ÛË˜ R Î·È ÙÔ˘ ¯ÚfiÓÔ˘ t:

R0 = R0(R , t) (4-79)

ŸÌˆ˜ ÙÔ Î¿ıÂ ÛˆÌ·Ù›‰ÈÔ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ¤¯ÂÈ ÙÈ˜ ‰ÈÎ¤˜ ÙÔ˘ ˘ÏÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ (‰ËÏ·‰‹
‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ‹ ı¤ÛË R0 ÛÙÔ ¯ÒÚÔ ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t0 = 0). ŒÙÛÈ ÁÈ· ÙÔÓ ÂÓÙÔÈÛÌfi
ÂÓfi˜ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ı· ‹Ù·Ó ÈÔ ‚ÔÏÈÎfi, ·ÓÙ› ÁÈ· ÙÈ˜ ˘ÏÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘, Ó· ¯ÚË-
ÛÈÌÔÔÈÔ‡Û·ÌÂ ÙÔÓ ¯ÚfiÓÔ Ù Î·Ù¿ ÙÔÓ ÔÔ›Ô ÙÔ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ ÛˆÌ·Ù›‰ÈÔ ‚ÚÈÛÎfiÙ·Ó

ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô M ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘, ÔfiÙÂ Ë ÂÍ›ÛˆÛË (4-79) ÙÚÔÔÔÈÂ›Ù·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:

R0 = R0 [(a, b, c), Ù] (4-80)

AÓ ÂÈÛ¿ÁÔ˘ÌÂ ÙÒÚ· ÙËÓ ¤ÎÊÚ·ÛË ·˘Ù‹ ÙÔ˘ ˘ÏÈÎÔ‡ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ R0 ÛÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (4-76),
Ï·Ì‚¿ÓÂÙ·È Ë ·ÎfiÏÔ˘ıË Û˘Ó·ÚÙËÛÈ·Î‹ Û¯¤ÛË:

R = R{R0 [(a, b, c), Ù], t},     ÁÈ·  0 � Ù � t (4-81)

H Û¯¤ÛË ·˘Ù‹ ÌÔÚÂ› Ó· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈËıÂ› ÁÈ· ÙË ¯¿Ú·ÍË ÔÔÈ·Û‰‹ÔÙÂ ÈÓÒ‰Ô˘˜ ÊÏ¤‚·˜. °È·
ÙÔ ÛÎÔfi ·˘Ùfi, ·fi ÙËÓ ÙÈÌ‹ ÙË˜ ·Ú·Ì¤ÙÚÔ˘ Ù, ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙ÂÙ·È Ë ı¤ÛË ÙËÓ ÔÔ›· Î·Ù¤¯ÂÈ ÙÔ
·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ô ÛˆÌ·Ù›‰ÈÔ ÛÙÔÓ ¯ÒÚÔ Î·È Ë ‰È·‰ÈÎ·Û›· ·˘Ù‹ Â·Ó·Ï·Ì‚¿ÓÂÙ·È ÁÈ· ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ
ÛˆÌ·ÙÈ‰›ˆÓ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Ù· ÔÔ›· ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È Â¿Óˆ ÛÙËÓ ÈÓÒ‰Ë ÊÏ¤‚·.
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™¯‹Ì· 4-20 IÓÒ‰ÂÈ˜ ÊÏ¤‚Â˜ ÛˆÌ·ÙÈ‰›ˆÓ Î·ÓÔ‡ ÛÂ ÚÔ‹
·¤Ú· Á‡Úˆ ·fi ·ÂÚÔÙÔÌ‹ Ù¤Ú˘Á·˜ ·ÂÚÔÏ¿ÓÔ˘.

™¯‹Ì· 4-21 £¤ÛÂÈ˜ ÙˆÓ ÛˆÌ·ÙÈ‰›ˆÓ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Ù· ÔÔ›· ‰È¤Ú¯ÔÓÙ·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô M 
ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ ÙÈ˜ ¯ÚÔÓÈÎ¤˜ ÛÙÈÁÌ¤˜ t0, Ù Î·È t.



PO´KE™ °PAMME™

PÔ˚Î‹ ÁÚ·ÌÌ‹ ÂÓfi˜ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È
Î¿ıÂ ÁÚ·ÌÌ‹ Ë ÔÔ›· ¤¯ÂÈ ÙËÓ È‰ÈfiÙËÙ· Ë ÂÊ·-
ÙÔÌ¤ÓË ÛÂ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô ÙË˜ Ó· Û˘Ì›ÙÂÈ ÌÂ ÙË
‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË ÙÔ˘ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÙÔ˘
ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÛÂ ÂÎÂ›ÓÔ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô, ÌÈ· ‰Â‰ÔÌ¤ÓË ¯ÚÔ-
ÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t. ™ÙÔ ™¯‹Ì· 4-22 ·ÂÈÎÔÓ›˙ÔÓÙ·È
Ù¤ÛÛÂÚÈ˜ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ Î·È Ù· ·Ó‡ÛÌ·Ù· ÙË˜
Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÌÂÚÈÎÒÓ ÛˆÌ·ÙÈ‰›ˆÓ Ù· ÔÔ›· ‚Ú›-
ÛÎÔÓÙ·È Â¿Óˆ ÛÂ ·˘Ù¤˜. OÈ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜
Â›Ó·È ·Ó¿ÏÔÁÂ˜ ÚÔ˜ ÙÈ˜ ‰˘Ó·ÌÈÎ¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜
ÙˆÓ ËÏÂÎÙÚÈÎÒÓ Î·È Ì·ÁÓËÙÈÎÒÓ Â‰›ˆÓ.
AÓÙ›ıÂÙ· ÚÔ˜ ÙÈ˜ ÙÚÔ¯È¤˜ Î·È ÙÈ˜ ÈÓÒ‰ÂÈ˜
ÊÏ¤‚Â˜ ÔÈ ÔÔ›Â˜ ·Ó·Ù‡ÛÛÔÓÙ·È ÌÂ ÙËÓ ¿ÚÔ‰Ô ÙÔ˘ ¯ÚfiÓÔ˘, ÔÈ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ Â›Ó·È
"ÛÙÈÁÌÈ·›Â˜". ¢ËÏ·‰‹, ÙÔ Û¯Â‰ÈÔÁÚ¿ÊËÌ· ÂÓfi˜ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ ÌÂ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ‰›ÓÂÈ ÙË
ÌÔÚÊ‹ ÙË˜ ÚÔ‹˜ ÛÂ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹.

H ÌÔÚÊ‹ ÙˆÓ ÚÔ˚ÎÒÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÂÓfi˜ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ·fi ÙÔ Â›‰Ô˜ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘
Ù·¯‡ÙËÙ·˜. ŸÙ·Ó ÙÔ Â‰›Ô Ù·¯‡ÙËÙ·˜ Â›Ó·È ÌfiÓÈÌÔ, ÂÂÈ‰‹ Ë Î·ÙÂ‡ı˘ÓÛË ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜
‰Â ÌÂÙ·‚¿ÏÏÂÙ·È ÛÂ Î·Ó¤Ó· ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜, ÔÈ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ¤¯Ô˘Ó ÛÙ·ıÂÚ‹
ÎÏ›ÛË ÛÂ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô Î·È, ÂÔÌ¤Óˆ˜, Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚ¤˜ ÛÙÔ ¯ÒÚÔ. ŒÙÛÈ ¤Ó· ÛˆÌ·Ù›‰ÈÔ ÙÔ
ÔÔ›Ô ÎÈÓÂ›Ù·È ¿ÓÙ· Î·Ù¿ ÙËÓ ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË ÌÈ·˜ ÚÔ˚Î‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜, ı· ÎÈÓÂ›Ù·È Û˘ÓÂ¯Ò˜
Â¿Óˆ ÛÙËÓ ›‰È· ÚÔ˚Î‹ ÁÚ·ÌÌ‹. TÔ ›‰ÈÔ ‚¤‚·È· ÈÛ¯‡ÂÈ Î·È ÁÈ· fiÏ· Ù· ¿ÏÏ· ÛˆÌ·Ù›‰È·
Ô˘ ·ÎÔÏÔ˘ıÔ‡Ó. ÕÚ·, ÛÙË ÌfiÓÈÌË ÚÔ‹, ÔÈ ÙÚÔ¯È¤˜ ÙˆÓ ÛˆÌ·ÙÈ‰›ˆÓ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Î·È
ÔÈ ÈÓÒ‰ÂÈ˜ ÊÏ¤‚Â˜ Û˘Ì›ÙÔ˘Ó ÌÂ ÙÈ˜ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘. AÓÙ›ıÂÙ·, fiÙ·Ó ÙÔ
Â‰›Ô Ù·¯‡ÙËÙ·˜ Â›Ó·È ÌË ÌfiÓÈÌÔ, ÂÂÈ‰‹ Ë Î·ÙÂ‡ı˘ÓÛË ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÌÂÙ·‚¿ÏÏÂÙ·È ÛÂ
Ù˘¯fiÓ ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜, ÔÈ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÌÔÚÂ› Ó· ÌÂÙ·ÙÔ›˙ÔÓÙ·È ÛÙÔÓ
¯ÒÚÔ ·fi ÛÙÈÁÌ‹ ÛÂ ÛÙÈÁÌ‹. ŒÙÛÈ, ¤Ó· ‰Â‰ÔÌ¤ÓÔ ÛˆÌ·Ù›‰ÈÔ ·ÎÔÏÔ˘ıÂ› ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ‹
ÚÔ˚Î‹ ÁÚ·ÌÌ‹ ÛÂ Î¿ıÂ ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹. EÔÌ¤Óˆ˜, ÛÙË ÌË ÌfiÓÈÌË ÚÔ‹, ÔÈ ÙÚÔ¯È¤˜
ÙˆÓ ÛˆÌ·ÙÈ‰›ˆÓ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Î·È ÔÈ ÈÓÒ‰ÂÈ˜ ÊÏ¤‚Â˜ Â›Ó·È ÂÓÙÂÏÒ˜ ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¤˜ ·fi
ÙÈ˜ (ÛÙÈÁÌÈ·›Â˜) ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ (‚Ï. ¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4-1). Afi Ê˘ÛÈÎ‹ ¿Ô„Ë, Ë
ÈÓÒ‰Ë˜ ÊÏ¤‚· ‰Â›¯ÓÂÈ ÙËÓ ÔÚÂ›· ÙˆÓ ÚÔ˚ÎÒÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÚÈÓ ·fi ÌÈ· ‰Â‰ÔÌ¤ÓË ¯ÚÔÓÈÎ‹
ÛÙÈÁÌ‹ t, ÂÓÒ Ë ÙÚÔ¯È¿ ‰Â›¯ÓÂÈ ÙËÓ ÔÚÂ›· ÙˆÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ·˘ÙÒÓ ÌÂÙ¿ ÙË ÛÙÈÁÌ‹ t.

H ‰È¿Ù·ÍË ÙˆÓ ÚÔ˚ÎÒÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÂÓfi˜ ‰È‰È¿ÛÙ·ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ ˘ÁÚÒÓ ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÂÈ-
Ú·Ì·ÙÈÎ¿ ˆ˜ ÂÍ‹˜: ™ÙËÓ ÂÏÂ‡ıÂÚË ÂÈÊ¿ÓÂÈ· ÙÔ˘ ˘ÁÚÔ‡ ‰È·ÛÎÔÚ›˙ÔÓÙ·È ÛÙÂÚÂ¿
ÛˆÌ·Ù›‰È· (Û˘Ó‹ıˆ˜ ÏÂÙ¿ ÚÈÓ›ÛÌ·Ù· ·ÏÔ˘ÌÈÓ›Ô˘) Î·È ÊˆÙ›˙ÂÙ·È ¤ÓÙÔÓ· ÙÔ ÎÈÓÔ‡ÌÂÓÔ
˘ÁÚfi. T· ÚÈÓ›ÛÌ·Ù· ·˘Ù¿ ·Ú·Û‡ÚÔÓÙ·È ·fi ÙÔ ˘ÁÚfi, ÎÈÓÔ‡ÌÂÓ· Î·Ù¿ Ì‹ÎÔ˜ ÙˆÓ
ÚÔ˚ÎÒÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘. ŒÙÛÈ Â¿Óˆ ÛÙËÓ ÂÈÊ¿ÓÂÈ· ÙÔ˘ ˘ÁÚÔ‡ Û¯ËÌ·Ù›˙ÔÓÙ·È
ÎÈÓÔ‡ÌÂÓÂ˜ ÛÂÈÚ¤˜ ÚÈÓÈÛÌ¿ÙˆÓ, ÔÈ ÔÔ›Â˜ Î·È ÊˆÙÔÁÚ·Ê›˙ÔÓÙ·È Î·Ù¿ ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù·.
H Î›ÓËÛË Î¿ıÂ ÚÈÓ›ÛÌ·ÙÔ˜ ·ÂÈÎÔÓ›˙ÂÙ·È ÛÙË ÊˆÙÔÁÚ·Ê›· ÌÂ ÙË ÌÔÚÊ‹ ÌÈ·˜ ÌÈÎÚ‹˜
ÊˆÙÂÈÓ‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜. ŒÙÛÈ, ·Ó Â¿Óˆ ÛÂ ÌÈ· ÊˆÙÔÁÚ·Ê›· ¯·Ú·¯ıÔ‡Ó Û˘ÓÂ¯Â›˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜
Ô˘ Ó· ¤¯Ô˘Ó ÙË ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË ÙË˜ ÙÚÔ¯È¿˜ ÙˆÓ ÚÈÓÈÛÌ¿ÙˆÓ ÙÔ˘ ·ÏÔ˘ÌÈÓ›Ô˘ ÛÂ Î¿ıÂ
ÛËÌÂ›Ô ÙË˜ ÊˆÙÔÁÚ·Ê›·˜, ·˘Ù¤˜ ı· ·ÚÈÛÙ¿ÓÔ˘Ó ÙÈ˜ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÙË
ÛÙÈÁÌ‹ Ô˘ ¤ÁÈÓÂ Ë ÊˆÙÔÁÚ¿ÊËÛ‹ ÙÔ˘. Afi ÙË ‰È¿Ù·ÍË ÙˆÓ ÚÔ˚ÎÒÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÛÙÔ
Û¯Â‰ÈÔÁÚ¿ÊËÌ· ÂÓfi˜ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ ÌÔÚÂ› Ó· ÂÍ·¯ıÔ‡Ó ¯Ú‹ÛÈÌ· Û˘ÌÂÚ¿ÛÌ·Ù· ÁÈ·
ÙËÓ ÔÈÔÙÈÎ‹ Î·È, ÌÂÚÈÎ¤˜ ÊÔÚ¤˜, ÙËÓ ÔÛÔÙÈÎ‹ ÂÚÈÁÚ·Ê‹ ÙË˜ Î›ÓËÛË˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡
[¨4-8]. O ÂÈÚ·Ì·ÙÈÎfi˜ ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi˜ ÙˆÓ ÚÔ˚ÎÒÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ Â›Ó·È ÁÂÓÈÎ¿ ‰˘Û¯ÂÚ‹˜.
°È· ÙÔÓ ÏfiÁÔ ·˘Ùfi, Ë ¯¿Ú·ÍË ÙˆÓ Û¯Â‰ÈÔÁÚ·ÊËÌ¿ÙˆÓ ÙˆÓ Â‰›ˆÓ ÚÔ‹˜ ÌÂ ÚÔ˚Î¤˜
ÁÚ·ÌÌ¤˜ Á›ÓÂÙ·È Û˘Ó‹ıˆ˜ ˘ÔÏÔÁÈÛÙÈÎ¿. 
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EÍ›ÛˆÛË PÔ˚ÎÒÓ °Ú·ÌÌÒÓ: °È· ÙÔÓ Ì·ıËÌ·ÙÈÎfi ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi ÙˆÓ ÚÔ˚ÎÒÓ ÁÚ·Ì-
ÌÒÓ Ú¤ÂÈ Ó· Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ‹ Ë ·Ó·Ï˘ÙÈÎ‹ ¤ÎÊÚ·ÛË ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ Ù·¯‡ÙËÙ·˜. A˜ ‰Ô‡ÌÂ
ÔÈ¿ Â›Ó·È Ë ÌÔÚÊ‹ Î·È ÌÂ ‚¿ÛË ÔÈfi ÛÎÂÙÈÎfi ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë ÂÍ›ÛˆÛË ÙˆÓ ÚÔ˚ÎÒÓ
ÁÚ·ÌÌÒÓ. °È· Â˘ÎÔÏ›·, ·˜ ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÌÈ· ÚÔ˚Î‹
ÁÚ·ÌÌ‹ ÂÓfi˜ ‰È‰È¿ÛÙ·ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ ÛÙÔ Â›Â‰Ô
xy (‚Ï. ™¯‹Ì· 4-22). Ÿˆ˜ ¤¯Ô˘ÌÂ ‹‰Ë ·Ó·Ê¤ÚÂÈ,
¤Ó· ÛˆÌ·Ù›‰ÈÔ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÎÈÓÂ›Ù·È ¿ÓÙ· Î·Ù¿ ÙË
‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË ÙË˜ ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË˜ ÙË˜ ÚÔ˚Î‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜
Â¿Óˆ ÛÙËÓ ÔÔ›· ‚Ú›ÛÎÂÙ·È. EÔÌ¤Óˆ˜, ÙÔ ÛÙÔÈ-
¯ÂÈÒ‰Â˜ ¿Ó˘ÛÌ· ÌÂÙ·ÙfiÈÛË˜, ds, ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘
Â¯ÂÈ ÙËÓ ›‰È· ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË Î·È ÊÔÚ¿ ÌÂ ÙÔ ¿Ó˘ÛÌ· ˘

ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ¿˜ ÙÔ˘, ÙÔ ÔÔ›Ô ÂÍ ÔÚÈÛÌÔ‡ ÂÊ¿ÙÂ-
Ù·È ÙË˜ ÚÔ˚Î‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜. ŒÙÛÈ, ÙÔ ÂÍˆÙÂÚÈÎfi ÁÈÓfi-
ÌÂÓÔ ÙˆÓ ·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ ˘ Î·È ds Â›Ó·È ÌË‰¤Ó:

˘ × ds = 0 (4-82)

H ÂÍ›ÛˆÛË (4-82) Â›Ó·È ÌÈ· ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹ ‰È·ÊÔÚÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË, Ë ÔÔ›· ÈÛ¯‡ÂÈ ÁÈ· ÔÔÈ·-
‰‹ÔÙÂ ÚÔ˚Î‹ ÁÚ·ÌÌ‹ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ· ·fi ÙÔ Â›‰Ô˜ ÙË˜ ÚÔ‹˜. K·È ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊ·, Î¿ıÂ ÁÚ·ÌÌ‹
Ô˘ ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË ·˘Ù‹ Â›Ó·È ÚÔ˚Î‹ ÁÚ·ÌÌ‹. ÕÚ·, Ë ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË (4-82)
·ÔÙÂÏÂ› ÙË ÁÂÓÈÎ‹ ‰È·ÊÔÚÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË ÙˆÓ ÚÔ˚ÎÒÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ.

°È· ÙË ‰È‰È¿ÛÙ·ÙË ÚÔ‹ Ô˘ Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ ™¯‹Ì· 4-23, Ë ¢E ÙˆÓ ÚÔ˚ÎÒÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ Â›Ó·È:

(4-83)

H Û¯¤ÛË ·˘Ù‹ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·fi ÙË ÁÂÓÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË (4-82), ·Ó ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ‹ÛÔ˘ÌÂ Ù· ·Ó‡-
ÛÌ·Ù· ˘ Î·È ds ÌÂ ÙÈ˜ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜ ˘ = i˘x + j˘y Î·È ds = idx+ jdy.

H ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë ÌÔÚÊ‹ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ (4-83) ÛÂ Î˘ÏÈÓ‰ÚÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ Â›Ó·È:

(4-57)

H ÙÂÏÂ˘Ù·›· Û¯¤ÛË ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·fi ÙË ÁÂÓÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË (4-82), ·Ó ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ‹ÛÔ˘ÌÂ Ù·
·Ó‡ÛÌ·Ù· ˘ Î·È ds ÌÂ ÙÈ˜ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜ ˘ = er˘r + eı˘ı Î·È ds = erdr + eı rdı.

Afi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (4-83) ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÎÏ›ÛË dy /dx ÌÈ·˜ ÚÔ˚Î‹˜
ÁÚ·ÌÌ‹˜ y (x) ÛÂ ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ ÛËÌÂ›Ô ÙË˜:

� � (4-85)

°È· ÙËÓ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ (4-85) Ú¤ÂÈ Ó· ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ Û˘ÓÈÛÙˆ-
ÛÒÓ ˘x Î·È ˘y ÙÔ˘ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ ˘ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÛÂ ÂÎÂ›ÓÔ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô.

OÈ ‰È·ÊÔÚÈÎ¤˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙˆÓ ÚÔ˚ÎÒÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÂÓfi˜ Â‰›Ô˘ ÙÚÈ‰È¿ÛÙ·ÙË˜ ÚÔ‹˜ ÛÙÔ
Î·ÚÙÂÛÈ·Ófi Û‡ÛÙËÌ· Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ Â›Ó·È:

(4-86) dx
˘x

=
dy
˘y

=
dz
˘z

 
= tanı =

dy

dx
=

˘y

˘x

TÔÈÎ‹ ÎÏ›ÛË ÚÔ˚-
Î‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜ y(x)

 dr
˘r

=
r dı
˘ı

 dx
˘x

=
dy
˘y
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™¯‹Ì· 4-23 PÔ˚Î‹ ÁÚ·ÌÌ‹ ÂÓfi˜ ‰È‰È¿-
ÛÙ·ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ ÛÙÔ Â›Â‰Ô xy.



EÈÛËÌ¿ÓÛÂÈ˜

ñ Afi ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi ÙË˜ ÚÔ˚Î‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜, ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ Ë ÙÔÈÎ‹ Ù·¯‡ÙËÙ· Î·Ù¿ ÙË ‰ÈÂ‡-
ı˘ÓÛË ÙËÓ Î¿ıÂÙË ÚÔ˜ ÙË ÚÔ˚Î‹ ÁÚ·ÌÌ‹ Â›Ó·È ÌË‰¤Ó:

˘n = 0 (4-87·)

‹, ÈÛÔ‰‡Ó·Ì·, ÙÔ ÂÛˆÙÂÚÈÎfi ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙÔ˘ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ ˘ ÙË˜ ÙÔÈÎ‹˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ Î·È ÙÔ˘
ÌÔÓ·‰È·›Ô˘ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ n ÙÔ˘ Î¿ıÂÙÔ˘ ÛÙË ÚÔ˚Î‹ ÁÚ·ÌÌ‹ ÛÙÔ ıÂˆÚÔ‡ÌÂÓÔ ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘
Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ (‚Ï. ™¯‹Ì· 4-23) Â›Ó·È ÌË‰¤Ó:

˘ ñ n = 0 (4-87‚)

ñ E›ÛË˜, ·fi ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi ÙË˜ ÚÔ˚Î‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜, Û˘ÓÂ¿ÁÂÙ·È fiÙÈ ÔÈ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ‰ÂÓ
Ù¤ÌÓÔÓÙ·È ÔÙ¤, ÁÈ·Ù› ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿ ÙÔ ¿Ó˘ÛÌ· ˘ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô
ÙÔÌ‹˜ ÙÔ˘˜ ı· ¤ÚÂÂ Ó· ‹Ù·Ó ÂÊ·ÙfiÌÂÓÔ ÛÂ ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÂ˜ ·fi ÌÈ· Î·Ì‡ÏÂ˜, Î¿ÙÈ
Ô˘ ·ÔÙÂÏÂ› È‰ÈfiÙËÙ· ÌfiÓÔÓ ÙÔ˘ ÌË‰ÂÓÈÎÔ‡ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜, 0. ™˘ÓÂÒ˜, ÔÈ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·Ì-
Ì¤˜ Ù¤ÌÓÔÓÙ·È ÌfiÓÔ ÛÂ ÛËÌÂ›· ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ fiÔ˘ Ë Ù·¯‡ÙËÙ· Â›Ó·È ÌË‰¤Ó. T·
ÛËÌÂ›· ·˘Ù¿ Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ¿ ˆ˜ ÛËÌÂ›· ËÚÂÌ›·˜ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘.

ñ AÓ ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ ÚÔ˚ÎÒÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÔÈ ÔÔ›Â˜ Ó· ‰È¤Ú¯ÔÓÙ·È ·fi ÌÈ· ÎÏÂÈÛÙ‹
Î·Ì‡ÏË ÁÚ·ÌÌ‹, Û¯ËÌ·Ù›˙ÂÙ·È ¤Ó·˜ ÚÔ˚Îfi˜ ÛˆÏ‹Ó·˜ (‚Ï. ™¯‹Ì· 4-24·). AÓ Ë ÂÁÎ¿ÚÛÈ·
‰È·ÙÔÌ‹ ÙÔ˘ ÚÔ˚ÎÔ‡ ÛˆÏ‹Ó· Â›Ó·È ·ÂÈÚÔÛÙÒÓ ‰È·ÛÙ¿ÛÂˆÓ, ÙfiÙÂ Ô ÚÔ˚Îfi˜ ÛˆÏ‹Ó·˜
ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÚÔ˚Îfi Ó‹Ì·. EÂÈ‰‹ ÔÈ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ¤¯Ô˘Ó ·ÓÙÔ‡ ÙË ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË ÙÔ˘
·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ ˘ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜, Ô ÚÔ˚Îfi˜ ÛˆÏ‹Ó·˜ Û˘ÌÂÚÈÊ¤ÚÂÙ·È Û·Ó ÛˆÏ‹Ó·˜ ÌÂ ·‰È·-
¤Ú·ÛÙ· ÙÔÈ¯ÒÌ·Ù·. ™ÙË ÌË ÌfiÓÈÌË ÚÔ‹, ÙÔ Û¯‹Ì· ÙÔ˘ ÚÔ˚ÎÔ‡ ÛˆÏ‹Ó· ÌÂÙ·‚¿ÏÏÂÙ·È
ÌÂ ÙÔÓ ¯ÚfiÓÔ, ÂÓÒ ÛÙË ÌfiÓÈÌË ÚÔ‹, fiÔ˘ ÔÈ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚ¤˜, Ô ÚÔ˚Îfi˜
ÛˆÏ‹Ó·˜ ·Ú·Ì¤ÓÂÈ ÛÙ·ıÂÚfi˜ ÛÙÔÓ ¯ÒÚÔ (Û·Ó Ó· ÂÚfiÎÂÈÙÔ ÁÈ· Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi ÛˆÏ‹Ó·). 

ñ H ·Ú¿ÏÂ˘ÚË ÂÈÊ¿ÓÂÈ· ÂÓfi˜ ÚÔ˚ÎÔ‡ ÛˆÏ‹Ó· Â›Ó·È ÚÔ˚Î‹ ÂÈÊ¿ÓÂÈ·, ‰ËÏ·‰‹ ÌÈ·
ÂÈÊ¿ÓÂÈ· ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ ‰È·Ì¤ÛÔ˘ ÙË˜ ÔÔ›·˜ ‰Â Û˘Ì‚·›ÓÂÈ Ì·ÎÚÔÛÎÔÈÎ‹ ÌÂÙ·ÊÔÚ¿
Ì¿˙·˜ ÚÂ˘ÛÙÔ‡, ·ÏÏ¿ ÌfiÓÔ ÌÔÚÈ·Î‹ ÌÂÙ·ÊÔÚ¿. AÓ¿ÏÔÁ· ÌÂ ÙÔ Â›‰Ô˜ ÙË˜ ÚÔ‹˜, ÔÈ ÚÔ˚-
Î¤˜ ÂÈÊ¿ÓÂÈÂ˜ ÌÔÚÂ› Ó· Â›Ó·È Â›Â‰Â˜, Î·Ì‡ÏÂ˜ ‹ Î˘Ì·ÙÔÂÈ‰Ô‡˜ ÌÔÚÊ‹˜. ™ÙÔ ™¯‹-
Ì· 4-24‚ ÂÈÎÔÓ›˙ÂÙ·È ÌÈ· Î·Ì‡ÏË ÚÔ˚Î‹ ÂÈÊ¿ÓÂÈ· A ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˘ ÌÂÁ¤ıÔ˘˜. °È·
Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ‰Â˜ ÙÌ‹Ì· dA ÙË˜ ÚÔ˚Î‹˜ ÂÈÊ¿ÓÂÈ·˜ Ú¤ÂÈ Ó· ÈÛ¯‡Ô˘Ó ·Ó¿ÏÔÁÂ˜ ÂÍÈ-
ÛÒÛÂÈ˜ ÚÔ˜ ÙÈ˜ ‰‡Ô ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ (4-87) Ô˘ ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÁÈ· ÙÈ˜ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜, ‰ËÏ·‰‹:

˘n = ˘ ñ n = 0 (4-88)

ñ OÈ ÚÔ˚Î¤˜ ÂÈÊ¿ÓÂÈÂ˜ Û˘Ì‚·›ÓÂÈ Ó· ÂÊ¿ÙÔÓÙ·È ‹ Ó· Ù¤ÌÓÔÓÙ·È ÌfiÓÔÓ Î·Ù¿ Ì‹ÎÔ˜ ÎÔÈ-
ÓÒÓ ÚÔ˚ÎÒÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ Î·È ÛÂ fiÏË ÙËÓ ¤ÎÙ·Û‹ ÙÔ˘˜. T¤ÏÔ˜, ÛÂ ÚÔ¤˜ Á‡Úˆ ·fi ÛÙÂÚÂ¿
ÛÒÌ·Ù· [KÂÊ. 14], Ë ÂÈÊ¿ÓÂÈ· ÙÔ˘ ÛÙÂÚÂÔ‡ ÌÔÚÂ› Ó· ıÂˆÚËıÂ› Û·Ó ÎÏÂÈÛÙ‹ ÚÔ˚Î‹
ÂÈÊ¿ÓÂÈ· fiÔ˘ ÙÔ ÚÂ˘ÛÙfi Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÙ·È ÛÂ ·˘Ù‹Ó ¤¯ÂÈ "ÛÙÂÚÂÔÔÈËıÂ›".
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™¯‹Ì· 4-24 T˘ÈÎ¤˜ ÌÔÚÊ¤˜ (·) ÚÔ˚ÎÔ‡ ÛˆÏ‹Ó· Î·È (‚) ÚÔ˚Î‹˜ ÂÈÊ¿ÓÂÈ·˜.



ñ ∏ ÚÔ‹ ÚÂ˘ÛÙÒÓ ÌÔÚÂ› Ó· ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÂ› ˆ˜ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË ‹ ·ÓÔÌÔÈfiÌÔÚÊ‹, ÌÂ ÎÚÈÙ‹-
ÚÈÔ ÙË ÌÂÙ·‚ÔÏ‹ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ Î·Ù¿ Ì‹ÎÔ˜ ÙˆÓ ÚÔ˚ÎÒÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜.

√ÌÔÈfiÌÔÚÊË ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Ë ÚÔ‹ ÛÙËÓ ÔÔ›· ÙÔ Ì¤ÙÚÔ Î·È Ë ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË ÙÔ˘ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜
ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚ¿ Î·Ù¿ Ì‹ÎÔ˜ ÔÔÈ·Û‰‹ÔÙÂ ÚÔ˚Î‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘
ÚÔ‹˜. ∂ÔÌ¤Óˆ˜, ÔÈ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙˆÓ Â‰›ˆÓ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË˜ ÚÔ‹˜ Â›Ó·È Â˘ıÂ›Â˜ ÁÚ·Ì-
Ì¤˜, ·Ú¿ÏÏËÏÂ˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜ (‚Ï. ™¯‹Ì·Ù· 4-11·, ‚). ∂¿Ó ÔÈ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ‰ÂÓ Â›Ó·È
Â˘ıÂ›Â˜, ı· ÌÂÙ·‚¿ÏÏÂÙ·È Ë ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜, ÂÓÒ ·Ó ‰ÂÓ Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏÂ˜, ı·
ÌÂÙ·‚¿ÏÏÂÙ·È ÙÔ Ì¤ÙÚÔ ÙË˜ Î·Ù¿ Ì‹ÎÔ˜ ÙˆÓ ÚÔ˚ÎÒÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ. 

∞ÓÔÌÔÈfiÌÔÚÊË ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Ë ÚÔ‹ ÛÙËÓ ÔÔ›· ÙÔ Ì¤ÙÚÔ ‹ / Î·È Ë ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË ÙÔ˘ ·Ó‡-
ÛÌ·ÙÔ˜ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÌÂÙ·‚¿ÏÏÔÓÙ·È ·fi ÛËÌÂ›Ô ÛÂ ÛËÌÂ›Ô Î·Ù¿ Ì‹ÎÔ˜ ÔÔÈ·Û‰‹ÔÙÂ
ÚÔ˚Î‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜. ∂ÔÌ¤Óˆ˜, ÔÈ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙˆÓ Â‰›ˆÓ ·ÓÔÌÔÈfi-
ÌÔÚÊË˜ ÚÔ‹˜ Â›Ó·È Â›ÙÂ ÌË ·Ú¿ÏÏËÏÂ˜ Â˘ıÂ›Â˜ (·ÔÎÏ›ÓÔ˘ÛÂ˜ ‹ Û˘ÁÎÏ›ÓÔ˘ÛÂ˜) Â›ÙÂ
Î·Ì‡ÏÂ˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ (‚Ï. ™¯‹Ì·Ù· 4-12). 

∞fi Ù· ÚÔ·Ó·ÊÂÚı¤ÓÙ·, Â›Ó·È Ê·ÓÂÚfi fiÙÈ Ë ¤ÓÓÔÈ· ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË˜ ÚÔ‹˜ Â›-
Ó·È ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ‹ ·fi ÂÎÂ›ÓË ÙË˜ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË˜ ÚÔ‹˜ ÛÂ ‰È·ÙÔÌ‹ (¨4-1).

™ÎÔfi˜: H ÂÈ‚Â‚·›ˆÛË ÙË˜ ıÂˆÚ›·˜ Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ÔÔ›·, ÛÙË ÌfiÓÈÌË ÚÔ‹, ÔÈ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜,
ÔÈ ÙÚÔ¯È¤˜ Î·È ÔÈ ÈÓÒ‰ÂÈ˜ ÊÏ¤‚Â˜ Û˘Ì›ÙÔ˘Ó, ÂÓÒ ÛÙË ÌË ÌfiÓÈÌË ÚÔ‹ Â›Ó·È ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¤˜.

TÔ Úfi‚ÏËÌ·: TÔ Â‰›Ô Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÌÈ·˜ ÚÔ‹˜ ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË:

˘ = 0,3i (m / s) (1)

ÁÈ· ÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ· 0 � t � 4 s, Î·È ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË:

˘ = 0,2i + 0,2j (m / s) (2)

ÁÈ· ÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ· 4 � t � 10 s. N· ¯·Ú·¯ıÔ‡Ó:
·. OÈ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ ÙÈ˜ ¯ÚÔÓÈÎ¤˜ ÛÙÈÁÌ¤˜ t1 = 4 s Î·È t2 = 10 s.
‚. H ÙÚÔ¯È¿ ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ÙÔ ÔÔ›Ô ÂÚÓ¿ÂÈ ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô A(x0, y0) ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹

ÛÙÈÁÌ‹ t = 0 ÁÈ· ÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ· 0 � t � 10 s.
Á. H ÈÓÒ‰Ë˜ ÊÏ¤‚· ÙˆÓ ÛˆÌ·ÙÈ‰›ˆÓ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Ù· ÔÔ›· ¤Ú·Û·Ó ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô A ÛÙÔ

¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ· 0 � t � 10 sec.

§‡ÛË: ™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi ÙË˜ ÚÔ˚Î‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜, Ë ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË ÛÂ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô ÙË˜
Û˘Ì›ÙÂÈ ÌÂ ÙË ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË ÙÔ˘ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ ˘ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÛÂ ÂÎÂ›ÓÔ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô.
EÔÌ¤Óˆ˜, ÁÈ· Ó· ¯·Ú¿ÍÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÂÓfi˜ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜, ÌÈ· ‰Â‰ÔÌ¤ÓË ¯ÚÔÓÈÎ‹
ÛÙÈÁÌ‹ t, Ú¤ÂÈ Ó· ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ Î·ÙÂ‡ı˘ÓÛË ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÛÂ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘
Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ ÙË ÛÙÈÁÌ‹ t. ™ÙËÓ ÚÔÎÂÈÌ¤ÓË ÂÚ›ÙˆÛË, ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t1 = 4 s, ÙÔ Â‰›Ô
Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (1). ¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Â›Ó·È ÛÙ·ıÂ-
Ú‹ ÛÂ fiÏË ÙËÓ ¤ÎÙ·ÛË ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ Î·È ÙÔ ¿Ó˘ÛÌ· ˘ Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏÔ Î·È ¤¯ÂÈ ÙËÓ ›‰È· ÊÔÚ¿
ÌÂ ÙÔ ÌÔÓ·‰È·›Ô ¿Ó˘ÛÌ· ‚¿ÛË˜ i. ÕÚ·, ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t1 = 4 s, ÔÈ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘
ÚÔ‹˜ Â›Ó·È Â˘ıÂ›Â˜, ·Ú¿ÏÏËÏÂ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x (‚Ï. ™¯‹Ì· ¶4-11·).

TË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t 2 = 10 s, ÙÔ Â‰›Ô Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (2). ¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ,
fiˆ˜ Î·È ÚÔËÁÔ˘Ì¤Óˆ˜, Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚ‹ ÛÂ fiÏË ÙËÓ ¤ÎÙ·ÛË ÙÔ˘ Â‰›Ô˘
ÚÔ‹˜ (ÌÂ ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎfi ‚¤‚·È· Ì¤ÙÚÔ), ·ÏÏ¿ ÙÔ ¿Ó˘ÛÌ· ˘ Û¯ËÌ·Ù›˙ÂÈ ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x ÁˆÓ›· ı Ë ÙÈÌ‹
ÙË˜ ÔÔ›·˜ ˘ÔÏÔÁ›˙ÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË:

·
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(·-1)

‰ËÏ·‰‹, Ë ÁˆÓ›· ı = 45Æ. ÕÚ·, ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t 2 = 10 s, ÔÈ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜
Â›Ó·È Â˘ıÂ›Â˜ Î·È Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x ÁˆÓ›· 45Æ (‚Ï. ™¯‹Ì· ¶4-9‚).

H ÙÚÔ¯È¿ ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ (ÙÔ ÔÔ›Ô ÙË ÛÙÈÁÌ‹ t = 0 ‚ÚÈÛÎfiÙ·Ó ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô A(x0, y0) ÙÔ˘
Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜), ÁÈ· Ù· ÚÒÙ· 10 s ÙË˜ Î›ÓËÛ‹˜ ÙÔ˘, ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÙ·È ÛÙÔ ™¯‹Ì· ¶4-11‚ ÌÂ ÙË ‰È·-
ÎÂÎÔÌ¤ÓË ÙÂıÏ·ÛÌ¤ÓË ÁÚ·ÌÌ‹ AB°. TÔ ÙÌ‹Ì· AB ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ ÙËÓ ÙÚÔ¯È¿ ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ÙÔ
¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ· 0 � t � 4 s fiÙ·Ó Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (1). TÔ
Ì‹ÎÔ˜ ÙË˜ ÙÚÔ¯È¿˜ AB ˘ÔÏÔÁ›˙ÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË:

(AB) = � ˘ � ¢t = (0,3 m / s) (4 – 0) s = 1,2 m (‚-1)

TÔ ÙÌ‹Ì· B° ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ ÙËÓ ÙÚÔ¯È¿ ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ· 4 � t � 10 s fiÙ·Ó Ë
Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (2). TÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙË˜ ÙÚÔ¯È¿˜ B° ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘
˘ÔÏÔÁ›˙ÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË:

(‚-2)

H ÈÓÒ‰Ë˜ ÊÏ¤‚· ÙˆÓ ÛˆÌ·ÙÈ‰›ˆÓ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Ù· ÔÔ›· ¤Ú·Û·Ó ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô A(x0, y0)

ÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ· 0 � t � 10 s ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÙ·È ÛÙÔ ™¯‹Ì· ¶4-9‚ ÌÂ ÙË Û˘ÓÂ¯‹ ÙÂıÏ·ÛÌ¤ÓË

ÁÚ·ÌÌ‹ A¢°. ™ÙÔ ÙÌ‹Ì· ¢° ÙË˜ ÈÓÒ‰Ô˘˜ ÊÏ¤‚·˜ ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È Ù· ÛˆÌ·Ù›‰È· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Ù·

ÔÔ›· ¤Ú·Û·Ó ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô A ÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ· 0 � t � 4 s Î·È ÛÙÔ ÙÌ‹Ì· A¢ Ù· ÛˆÌ·-

Ù›‰È· Ô˘ ¤Ú·Û·Ó ·fi ÙÔ A ÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ· 4 � t � 10 s.

¶·Ú·Ù‹ÚËÛË: E›Ó·È ÂÓ‰È·Ê¤ÚÔÓ Ó· ·Ú·ÙËÚ‹ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ, Ù· ¯ÚÔÓÈÎ¿ ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· 0 � t � 4 s Î·È
4 � t � 10 s, ÔÈ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜, ÔÈ ÙÚÔ¯È¤˜ Î·È ÔÈ ÈÓÒ‰ÂÈ˜ ÊÏ¤‚Â˜ Û˘Ì›ÙÔ˘Ó. A˘Ùfi Û˘Ì‚·›ÓÂÈ
ÁÈ·Ù› Ë ÚÔ‹ ÛÙ· ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· Â›Ó·È ÌfiÓÈÌË. AÓÙ›ıÂÙ·, ÛÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ·
0 � t � 10 s, fiÔ˘ Ë ÚÔ‹ Â›Ó·È ÌË ÌfiÓÈÌË, ÔÈ ·Ú·¿Óˆ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ‰Â Û˘Ì›ÙÔ˘Ó.

™ÎÔfi˜: H Â‡ÚÂÛË ÙË˜ Î·ÚÙÂÛÈ·Ó‹˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ÙˆÓ ÚÔ˚ÎÒÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÂÓfi˜ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ Î·È Ô
˘ÔÏÔÁÈÛÌfi˜ ÙË˜ ÎÏ›ÛË˜ ÌÈ·˜ ‰Â‰ÔÌ¤ÓË˜ ÚÔ˚Î‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜ ÛÂ ¤Ó· ÔÚÈÛÌ¤ÓÔ ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘.

TÔ Úfi‚ÏËÌ·: TÔ Â‰›Ô Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÌÈ·˜ ÚÔ‹˜ ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË:

˘ = 2yi + xj (1)

Á

  (B°) = ˘̆ ¢t = (0,2)2 + (0,2)2 m/ s (10 – 4 ) s = 1,7 m

‚

 tanı =
˘y

˘x

=
0,2 m/ s

0,2 m/ s
= 1

128 MË¯·ÓÈÎ‹ ÙˆÓ PÂ˘ÛÙÒÓ

¶APA¢EI°MA  4-12

™¯‹Ì· ¶4-11· ™¯‹Ì· ¶4-11‚



fiÔ˘ Ù· ÌÂÁ¤ıË ˘, x Î·È y ÂÎÊÚ¿˙ÔÓÙ·È ÛÂ ÌÔÓ¿‰Â˜ ÙÔ˘ ¢ÈÂıÓÔ‡˜ ™˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜. 
·. N· Â˘ÚÂıÂ› Ë ÁÂÓÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË ÙˆÓ ÚÔ˚ÎÒÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜.
‚. N· Û¯Â‰È·ÛÙÔ‡Ó ÌÂÚÈÎ¤˜ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÛÙÔ ÚÒÙÔ ÙÂÙ·ÚÙËÌfiÚÈÔ ÙÔ˘ ÂÈ¤‰Ô˘ xy.
Á. H ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ÚÔ˚Î‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜ Ë ÔÔ›· ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (3, 1) ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ Î·È

Ë ÎÏ›ÛË ÙË˜ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô ·˘Ùfi.

§‡ÛË: E‰Ò ÚfiÎÂÈÙ·È ÁÈ· ÚÔ‹ ÛÙÔ Â›Â‰Ô xy. EÔÌ¤Óˆ˜, Ë ÂÍ›ÛˆÛË ÙˆÓ ÚÔ˚ÎÒÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ
ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ ı· ÚÔÎ‡„ÂÈ ·fi ÙËÓ Â›Ï˘ÛË ÙË˜ ‰È·ÊÔÚÈÎ‹˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ (4-83):

(·-1)

§fiÁˆ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ (1), Ë ÂÍ›ÛˆÛË ·˘Ù‹ ÁÚ¿ÊÂÙ·È:

xdx = 2ydy (·-2)

Afi ÙËÓ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ((·-2), ÚÔÎ‡ÙÂÈ:

x 2 = 2y 2 + c                                                   (·-3)

fiÔ˘ c Â›Ó·È Ë ÛÙ·ıÂÚ¿ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛË˜. H ÂÍ›ÛˆÛË (·-3) ·ÔÙÂ-
ÏÂ› ÙË ÁÂÓÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË ÙˆÓ ÚÔ˚ÎÒÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÙÔ˘ ‰Â‰ÔÌ¤ÓÔ˘
Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜.

MÂ ·Ó·‰È¿Ù·ÍË ÙˆÓ fiÚˆÓ ÙË˜, Ë ÁÂÓÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË (·-3) ÌÔÚÂ› Ó· ÁÚ·ÊÂ› ˆ˜ ÂÍ‹˜:

(‚-1)

fiÔ˘ a = c 1/ 2 Î·È b = (0,5c)1/ 2. H ÂÍ›ÛˆÛË (‚-1) Â›Ó·È ÂÍ›ÛˆÛË ˘ÂÚ‚ÔÏ‹˜. ÕÚ·, ÔÈ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·Ì-
Ì¤˜ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ Â›Ó·È ˘ÂÚ‚ÔÏ¤˜. ™ÙÔ ™¯‹Ì· ¶4-12 ·ÂÈÎÔÓ›˙ÂÙ·È ¤Ó·˜ ·ÚÈıÌfi˜ ÚÔ˚ÎÒÓ
ÁÚ·ÌÌÒÓ Ô˘ ‰È¤Ú¯ÔÓÙ·È ·fi ÛËÌÂ›· ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÌÂ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ x � 0 Î·È y � 0.

°È· ÙËÓ Â‡ÚÂÛË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ÙË˜ ÚÔ˚Î‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜ Ë ÔÔ›· ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (3, 1) ÙÔ˘ Â-

‰›Ô˘ ÚÔ‹˜, Ú¤ÂÈ Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÙÈÌ‹ ÙË˜ ÛÙ·ıÂÚ¿˜ c. °È· ÙÔÓ ÛÎÔfi ·˘Ùfi, ı¤ÙÔ˘ÌÂ ÛÙËÓ

ÂÍ›ÛˆÛË (·-3) ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ x = 3 Î·È y = 1, ÔfiÙÂ ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë ÙÈÌ‹ ÙË˜ ÛÙ·ıÂÚ¿˜ c = 7. ÕÚ·, Ë ÂÍ›ÛˆÛË

ÙË˜ ÚÔ˚Î‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜ Ë ÔÔ›· ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (3, 1) ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ Â›Ó·È:

x 2 = 2y 2 + 7 (Á-1)

°È· ÙËÓ Â‡ÚÂÛË ÙË˜ ÎÏ›ÛË˜ ÙË˜ ÚÔ˚Î‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô (x = 3, y = 1), ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›-
ÛˆÛË (4-85), ÛÂ Û˘Ó‰˘·ÛÌfi Î·È ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (1):

(Á-2)

ÕÚ·, Ë ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË ÙË˜ ÚÔ˚Î‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô (3, 1) Û¯ËÌ·Ù›˙ÂÈ ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x ÁˆÓ›· 56,3Æ.

™ÎÔfi˜: H Â‡ÚÂÛË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ÙˆÓ ÚÔ˚ÎÒÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÂÓfi˜ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ fiÙ·Ó Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ‹ Ë
¤ÎÊÚ·ÛË ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÛÂ Î˘ÏÈÓ‰ÚÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜.

TÔ Úfi‚ÏËÌ·: TÔ Â‰›Ô Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÂÓfi˜ ·ÓÂÌÔÛÙÚfi‚ÈÏÔ˘ ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÙ·È ÛÂ Î˘ÏÈÓ‰ÚÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂ-
Ù·ÁÌ¤ÓÂ˜ ·fi ÙËÓ ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË:

 tanı =
˘y

˘x

=
x

2y
=

3

2
‹ ı = 56,3Æ

Á

 x2

a2
–

y 2

b 2
= 1

‚

 dx
˘x

=
dy
˘y

·
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(1)

fiÔ˘ a Î·È b Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚ¤˜. N· Â˘ÚÂıÂ› Ë ÂÍ›ÛˆÛË ÙˆÓ ÚÔ˚ÎÒÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÙÔ˘ ·ÓÂÌÔÛÙÚfi‚ÈÏÔ˘.

§‡ÛË: H ÂÍ›ÛˆÛË ÙˆÓ ÚÔ˚ÎÒÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÙÔ˘ ·ÓÂÌÔÛÙÚfi‚ÈÏÔ˘ ı· ÚÔÎ‡„ÂÈ ·fi ÙËÓ Â›Ï˘ÛË ÙË˜
‰È·ÊÔÚÈÎ‹˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ (4-84),

(2)

Ë ÔÔ›·, ÏfiÁˆ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ (1), ÁÚ¿ÊÂÙ·È:

‹   (3)

Afi ÙËÓ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛË ÙË˜ ÙÂÏÂ˘Ù·›·˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜, ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÙÂÏÈÎ¿ Ë Û¯¤ÛË:

(4)

™ÎÔfi˜: H Â‡ÚÂÛË ÙˆÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ ÙˆÓ ÚÔ˚ÎÒÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ, ÙˆÓ ÙÚÔ¯ÈÒÓ Î·È ÙˆÓ ÈÓˆ‰ÒÓ ÊÏÂ‚ÒÓ
fiÙ·Ó Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ‹ Ë ÂÍ›ÛˆÛË ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ Ù·¯‡ÙËÙ·˜.

TÔ Úfi‚ÏËÌ·: TÔ Â‰›Ô Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÌÈ·˜ ÚÔ‹˜ ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË:

˘ = xe –t i + yj,     ÁÈ·   t � 0 (1)

fiÔ˘ Ù· ÌÂÁ¤ıË ˘, x, y Î·È t ÂÎÊÚ¿˙ÔÓÙ·È ÛÂ ÌÔÓ¿‰Â˜ SI. ZËÙÔ‡ÓÙ·È:
·. H ÁÂÓÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË ÙˆÓ ÚÔ˚ÎÒÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜.
‚. N· Û¯Â‰È·ÛÙÔ‡Ó ÌÂÚÈÎ¤˜ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÔÈ ÔÔ›Â˜ Ó· ‰È¤Ú¯ÔÓÙ·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (a, b) ÙÔ˘

ÚÒÙÔ˘ ÙÂÙ·ÚÙËÌÔÚ›Ô˘ ÙÔ˘ ÂÈ¤‰Ô˘ xy.
Á. H ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ÙÚÔ¯È¿˜ ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÙÔ ÔÔ›Ô ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t = 0 ‚ÚÈ-

ÛÎfiÙ·Ó ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô (x0, y0) ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘.
‰. H ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ÈÓÒ‰Ô˘˜ ÊÏ¤‚·˜ ÙˆÓ ÛˆÌ·ÙÈ‰›ˆÓ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Ë ÔÔ›· ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ

ÛËÌÂ›Ô (a, b) ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘.

§‡ÛË: E‰Ò ÚfiÎÂÈÙ·È ÁÈ· ‰È‰È¿ÛÙ·ÙË, ÌË ÌfiÓÈÌË ÚÔ‹ ÛÙÔ Â›Â‰Ô xy. EÔÌ¤Óˆ˜, Ë ÂÍ›ÛˆÛË
ÙˆÓ ÚÔ˚ÎÒÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ ı· ÚÔÎ‡„ÂÈ ·fi ÙËÓ Â›Ï˘ÛË ÙË˜ ¢E (4-83),

(·-1)

Ë ÔÔ›·, ÏfiÁˆ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ (1), ÁÚ¿ÊÂÙ·È:

(·-2)

EÂÈ‰‹ ÔÈ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÂÍ ÔÚÈÛÌÔ‡ ÂÚÈÁÚ¿ÊÔ˘Ó ÙË ÁÂˆÌÂÙÚ›· ÙË˜ ÚÔ‹˜ ÛÂ ‰Â‰ÔÌ¤ÓË ¯ÚÔÓÈÎ‹
ÛÙÈÁÌ‹, Ë ÂÍ›ÛˆÛË (·-2) ÌÔÚÂ› Ó· ÔÏÔÎÏËÚˆıÂ› ıÂˆÚÒÓÙ·˜ ÛÙ·ıÂÚfi ÙÔÓ ¯ÚfiÓÔ t. Afi ÙËÓ ÔÏÔ-
ÎÏ‹ÚˆÛË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ·˘Ù‹˜ ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë Û¯¤ÛË:

y = cx e t
(·-3)

fiÔ˘ c Â›Ó·È Ë ÛÙ·ıÂÚ¿ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛË˜. H ÂÍ›ÛˆÛË (·-3) ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ ÙËÓ ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· ÙˆÓ ÚÔ˚ÎÒÓ
ÁÚ·ÌÌÒÓ ÙÔ˘ ‰Â‰ÔÌ¤ÓÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜.

 dy
y = et

dx
x

 dx
˘x

=
dy
˘y

·

 r = ce– a
b

ı

 dr
r

= – a
b

dı r dı
dr

= –
b
a

 dr
˘r

=
r dı
˘ı
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r ee r + b

r ee ı
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°È· Ó· ¯·Ú¿ÍÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ Ô˘ ‰È¤Ú¯ÔÓÙ·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (a, b) ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘,
ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÚÒÙ· ÙËÓ ÙÈÌ‹ ÙË˜ ÛÙ·ıÂÚ¿˜ c ˆ˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙˆÓ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ a Î·È b. °È·
ÙÔÓ ÛÎÔfi ·˘Ùfi, ı¤ÙÔ˘ÌÂ ÛÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (·-3) ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ x = a Î·È y = b, ÔfiÙÂ ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë ÙÈÌ‹:

c = ba –e t
(‚-1)

AÓÙÈÎ·ıÈÛÙÒÓÙ·˜ ÙËÓ ÙÈÌ‹ ·˘Ù‹ ÛÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (·-3), ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë Û¯¤ÛË:

(‚-2)

H ÂÍ›ÛˆÛË (‚-2) Â›Ó·È Ë ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ÚÔ˚Î‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜ Ô˘ ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (a, b) ÙÔ˘
Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ ÙË ‰Â‰ÔÌ¤ÓË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t. ™ÙÔ ™¯‹Ì· ¶4-14· ¤¯Ô˘Ó ¯·Ú·¯ıÂ› ÔÈ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜
Ô˘ ‰È¤Ú¯ÔÓÙ·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (a, b) ÙÈ˜ ¯ÚÔÓÈÎ¤˜ ÛÙÈÁÌ¤˜ t = 0 (Â˘ıÂ›· ÁÚ·ÌÌ‹), t = 1 s Î·È t = 2 s.
Afi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (·-3) ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ, ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÚÔ˚ÎÒÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜, ÁÈ· ÙË
ÛÙÈÁÌ‹ t, ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙËÓ ·Ú¯‹ ÙˆÓ ·ÍfiÓˆÓ. A˘Ùfi ˘Ô‰ËÏÒÓÂÈ fiÙÈ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (0, 0) ÙÔ˘ Â‰›-
Ô˘ ÚÔ‹˜ Â›Ó·È ÛËÌÂ›Ô ËÚÂÌ›·˜, ‰ËÏ·‰‹ Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÛÂ ·˘Ùfi Â›Ó·È ÌË‰¤Ó. ¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ,
·Ó ÛÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (1) ı¤ÛÔ˘ÌÂ x = 0 Î·È y = 0, ÚÔÎ‡ÙÂÈ ˘ = 0 (Î·È ·˘Ùfi ÈÛ¯‡ÂÈ ÁÈ· Î¿ıÂ ÛÙÈÁÌ‹).

H ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ÙÚÔ¯È¿˜ ÂÓfi˜ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÙÔ ÔÔ›Ô ÎÈÓÂ›Ù·È ÛÙÔ Â›Â‰Ô xy ÚÔÎ‡-
ÙÂÈ ·fi ÙËÓ Â›Ï˘ÛË ÙˆÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙˆÓ Ù·¯˘Ù‹ÙˆÓ ˘¯ Î·È ˘y:

(Á-1)

fiÔ˘ ÔÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ x Î·È y Â›Ó·È Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ ÙÔ˘ ¯ÚfiÓÔ˘. Afi ÙËÓ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛË ·˘ÙÒÓ ÙˆÓ
‰È·ÊÔÚÈÎÒÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ, ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ÔÈ ·Ó·Ï˘ÙÈÎ¤˜ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜ ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ x(t) Î·È y(t):

(Á-2)  (Á-3)

A·ÏÂ›ÊÔÓÙ·˜ ÙÔÓ ¯ÚfiÓÔ t ·fi ÙÈ˜ ‰‡Ô ÙÂÏÂ˘Ù·›Â˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜, ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë Û¯¤ÛË:

(Á-4)

H ÂÍ›ÛˆÛË (Á-4) Â›Ó·È Ë ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ÙÚÔ¯È¿˜ ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ÙÔ ÔÔ›Ô ÙË ÛÙÈÁÌ‹ t = 0 ‚ÚÈÛÎfiÙ·Ó
ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô (x0, y0) ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜. ™ÙÔ ™¯‹Ì· ¶4-14‚ ·ÂÈÎÔÓ›˙ÂÙ·È Ë ÙÚÔ¯È¿ ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘
ÁÈ· ÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ· 0 � t � �. N· ÛËÌÂÈˆıÂ› fiÙÈ Ë ÁÚ·ÌÌ‹ x = x0 e Â›Ó·È ·Û‡ÌÙˆÙÔ˜ ÙË˜ ÙÚÔ¯È¿˜.

°È· Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ÈÓÒ‰Ô˘˜ ÊÏ¤‚·˜ Ë ÔÔ›· ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ¤Ó· ÔÚÈÛÌ¤ÓÔ
ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ ÂÚÁ·˙fiÌ·ÛÙÂ ˆ˜ ÂÍ‹˜: ¶ÚÒÙ· Ï‡ÓÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÌÂÙÚÈÎ¤˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ (Á-2)
Î·È (Á-3) ÙˆÓ ÙÚÔ¯ÈÒÓ ÙˆÓ ÛˆÌ·ÙÈ‰›ˆÓ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÈ˜ ˘ÏÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ x0 Î·È y0:

x0 = xe –1 + e – t
Î·È  y0 = ye –t, (‰-1)

‰

y  =  
y 0

1 – ln (x /x 0)
 

 dy
y =

y0

y

dt ‹ y = y0 et

0

t dx
x =

x0

x

e– tdt ‹ x = x0 e1 – e – t

0

t

 ˘x = dx
dt

= xe – t ˘y =
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= y

Á

 y = b x
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YÂÓı˘Ì›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ ÔÈ x0 Î·È y0 Â›Ó·È ÔÈ ¯ˆÚÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹
t = 0. ÕÚ·, ‰›ÓÔÓÙ·˜ ÛÂ ·˘Ù¤˜ ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¤˜ ÙÈÌ¤˜ ÙË ÛÙÈÁÌ‹ t = 0, Ù· Ó¤· ˙Â‡ÁË ÙÈÌÒÓ x0 Î·È y0

ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙Ô˘Ó ÙËÓ "Ù·˘ÙfiÙËÙ·" ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎÒÓ ÛˆÌ·ÙÈ‰›ˆÓ ÚÂ˘ÛÙÔ‡. ŒÙÛÈ, ÙÔ ÛˆÌ·Ù›‰ÈÔ ÙÔ˘ ÚÂ˘-
ÛÙÔ‡ ÙÔ ÔÔ›Ô ÌÈ· Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ Ù ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÛÙË ı¤ÛË (a, b) ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ ÚÔÛ‰ÈÔÚ›-
˙ÂÙ·È ·fi ÙÈ˜ ˘ÏÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜:

x0 = ae –1 + e – Ù
Î·È    y0 = be –Ù,   ÁÈ·    0 � t � Ù (‰-2)

OÈ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ (‰-2) Â›Ó·È ÔÈ ·Ú·ÌÂÙÚÈÎ¤˜ ÌÔÚÊ¤˜ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ (4-80) ÁÈ· c = 0:

R0 = R0 [(a, b), Ù] (‰-3)

TÒÚ·, ÁÈ· Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ÈÓÒ‰Ô˘˜ ÊÏ¤‚·˜, Ú¤ÂÈ Ó· ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜
ÙˆÓ x0 Î·È y0, fiˆ˜ ‰›ÓÔÓÙ·È ·fi ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ (‰-2), ÛÙÈ˜ ·Ú·ÌÂÙÚÈÎ¤˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙˆÓ ÙÚÔ¯ÈÒÓ,
[EÍ. (Á-2) Î·È (Á-3)], ÔfiÙÂ Ï·Ì‚¿ÓÔÓÙ·È ÔÈ Û¯¤ÛÂÈ˜:

x = ae e – Ù –e – t
Î·È    y = be t –Ù (‰-4)

OÈ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ (‰-4) Â›Ó·È ÔÈ ·Ú·ÌÂÙÚÈÎ¤˜ ÌÔÚÊ¤˜ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ (4-81) ÁÈ· c = 0:

R = R{R0 [(a, b), Ù], t} (‰-5)

A·ÏÂ›ÊÔÓÙ·˜ ÙËÓ ·Ú¿ÌÂÙÚÔ t ·fi ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ (‰-4), ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë Ë ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ÈÓÒ‰Ô˘˜
ÊÏ¤‚·˜ Ô˘ ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (a, b) ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜:

(‰-6)

H ŒÓÔÈ· ÙË˜ PÔ˚Î‹˜ ™˘Ó¿ÚÙËÛË˜

H ÚÔ˚Î‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË, „, Â›Ó·È ÌÈ· Û˘ÓÂ¯‹˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË Ë ÔÔ›· ÔÚ›˙ÂÙ·È ÁÈ· ‰È‰È¿ÛÙ·ÙË,
·Û˘Ì›ÂÛÙË* ÚÔ‹ (Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡ ‹ È‰·ÓÈÎÔ‡ ÚÂ˘ÛÙÔ‡), ¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ Ó· ÈÎ·ÓÔÔÈÂ›Ù·È ¿ÓÙ· Ë
‰È·ÊÔÚÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË Û˘ÓÂ¯Â›·˜ [¨8-3]. °È· ‰È‰È¿ÛÙ·ÙË, ·Û˘Ì›ÂÛÙË ÚÔ‹ ÛÙÔ Â›Â‰Ô xy, Ë
Û˘Ó¿ÚÙËÛË „ ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ·fi ÙÈ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ (x, y) Î·È ÙÔÓ ¯ÚfiÓÔ t,

„ = „(x, y, t) (4-89)

Î·È ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜:

(4-90)

°È· ‰È‰È¿ÛÙ·ÙË, ·Û˘Ì›ÂÛÙË ÚÔ‹ ÛÙÔ Â›Â‰Ô rı, Ë ÚÔ˚Î‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ·fi ÙÈ˜
Î˘ÏÈÓ‰ÚÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ (r, ı) Î·È ÙÔÓ ¯ÚfiÓÔ t,

„ = „ (r, ı, t) (4-91)

Î·È ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜:

(4-92)  ˘r =
1
r

∂„
∂ı

˘ı = –
∂„
∂r

  ˘x =
∂„
∂y

˘y = –
∂„
∂x

 ln x
a = 1 – b

y e – Ù

4-8 
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* H ÚÔ˚Î‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÔÚ›˙ÂÙ·È Î·È ÁÈ· Û˘ÌÈÂÛÙ¤˜ fiˆ˜, Â›ÛË˜, Î·È ÁÈ· ÙÚÈ‰È¿ÛÙ·ÙÂ˜ ÚÔ¤˜, ·ÏÏ¿, ÛÙÈ˜ ÂÚÈ-
ÙÒÛÂÈ˜ ·˘Ù¤˜, ··ÈÙÔ‡ÓÙ·È ÈÔ ÔÏ‡ÏÔÎÂ˜ Ì·ıËÌ·ÙÈÎ¤˜ ıÂˆÚ‹ÛÂÈ˜.



O ÏfiÁÔ˜ ÁÈ· ÙÔÓ ÔÔ›Ô ÂÈÛ¿ÁÔ˘ÌÂ ÙËÓ ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ ÚÔ˚Î‹˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô ·˘Ùfi
(ÂÓÒ ÏÔÁÈÎ¿ ı· ¤ÚÂÂ Ó· ÚÔËÁËıÂ› Ë ‰È·Ù‡ˆÛË ÙË˜ ‰È·ÊÔÚÈÎ‹˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ Û˘ÓÂ¯Â›·˜ )
Â›Ó·È fiÙÈ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË „ ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÈ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¿ ÙË ÁÂˆÌÂÙÚ›· ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ Î·È
Û¯ÂÙ›˙ÂÙ·È ¿ÌÂÛ· ÌÂ ÙËÓ ÔÁÎÔÌÂÙÚÈÎ‹ ·ÚÔ¯‹ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡. A˜ ‰Ô‡ÌÂ ÚÒÙ· ÙË ÁÂˆÌÂ-
ÙÚÈÎ‹ Î·È ÌÂÙ¿ ÙË Ê˘ÛÈÎ‹ ÂÚÌËÓÂ›· ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ „. MÂ ÙË ÚÔ˚Î‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ı· ·Û¯Ô-
ÏËıÔ‡ÌÂ, ¿ÏÈ, ÌÂÙ¿ ÙË ‰È·Ù‡ˆÛË ÙË˜ ‰È·ÊÔÚÈÎ‹˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ Û˘ÓÂ¯Â›·˜, ÛÂ Û˘Ó‰˘·ÛÌfi
Î·È ÌÂ ÙË ‰˘Ó·ÌÈÎ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË [KÂÊ. 10].

°EøMETPIKH EPMHNEIA

°È· ÌÈ· ‰Â‰ÔÌ¤ÓË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t0, Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË (4-89) ÁÚ¿ÊÂÙ·È:

„ = „(x, y, t0) (4-93)

Afi ÙË ‰È·ÊfiÚÈÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ ·˘Ù‹˜, ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë Û¯¤ÛË:

(4-94)

§fiÁˆ ÙˆÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ (4-90), Ë ÙÂÏÂ˘Ù·›· Û¯¤ÛË ÁÚ¿ÊÂÙ·È:

d„ = ˘x dy – ˘y dx (4-95)

A˜ ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÒÚ· ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË ÙˆÓ ÚÔ˚ÎÒÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÙÔ˘ ›‰ÈÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ ÁÈ·
ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t0, ‰ËÏ·‰‹ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (4-83) ÙËÓ ÔÔ›· ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ ˆ˜ ÂÍ‹˜:

˘x dy – ˘y dx = 0 (4-96)

§fiÁˆ ÙË˜ ÙÂÏÂ˘Ù·›·˜ Û¯¤ÛË˜, Ë ÂÍ›ÛˆÛË (4-95) Ï·Ì‚¿ÓÂÈ ÙË ÌÔÚÊ‹:

d„ = 0 (4-97)

H Û¯¤ÛË ·˘Ù‹ ‰Â›¯ÓÂÈ fiÙÈ Ë ÌÂÙ·‚ÔÏ‹ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ „ Î·Ù¿ Ì‹ÎÔ˜ ÌÈ·˜ ÚÔ˚Î‹˜
ÁÚ·ÌÌ‹˜ Â›Ó·È ÌË‰¤Ó. ÕÚ·, Ë ÚÔ˚Î‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÌÈ·˜ ‰È‰È¿ÛÙ·ÙË˜, ·Û˘Ì›ÂÛÙË˜ ÚÔ‹˜
Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚ‹ Î·Ù¿ Ì‹ÎÔ˜ ÔÔÈ·Û‰‹ÔÙÂ ÚÔ˚Î‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜. EÔÌ¤Óˆ˜,
·Ó ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ ·Ó·Ï˘ÙÈÎ‹ ¤ÎÊÚ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ „(x, y) ÙË˜ ÚÔ‹˜, ÌÈ· ‰Â‰ÔÌ¤ÓË
¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t, ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ¯·Ú¿ÍÔ˘ÌÂ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÛÙ·ıÂÚÒÓ ÙÈÌÒÓ „ ÔÈ ÔÔ›Â˜ ı·
Û˘Ì›ÙÔ˘Ó ÌÂ ÙÈ˜ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜. ¢ËÏ·‰‹, Ë ÚÔ˚Î‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÈ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¿ ÙË
ÁÂˆÌÂÙÚ›· ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜.

ºY™IKH EPMHNEIA

H ÚÔ˚Î‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÌÈ·˜ ÚÔ‹˜ ÌÔÚÂ› Ó· Û˘Û¯ÂÙÈÛÙÂ› ÌÂ ÙËÓ ÔÁÎÔÌÂÙÚÈÎ‹ ·ÚÔ¯‹ ÙÔ˘
ÚÂ˘ÛÙÔ‡. °È· Ó· ÂÈÙ‡¯Ô˘ÌÂ ÙË Û˘Û¯¤ÙÈÛË ·˘Ù‹, ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔ Û¯Â‰ÈÔÁÚ¿ÊËÌ· ÌÂ ÚÔ˚Î¤˜
ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÌÈ·˜ ‰È‰È¿ÛÙ·ÙË˜, ·Û˘Ì›ÂÛÙË˜ ÚÔ‹˜ ÛÙÔ Â›Â‰Ô xy (‚Ï. ™¯‹Ì· 4-25). ŒÛÙˆ ·‚
ÌÈ· ÚÔÛ·Ó·ÙÔÏÈÛÌ¤ÓË Î·Ì‡ÏË Ë ÔÔ›· ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ ÙËÓ ÙÔÌ‹ ÙÔ˘ ÂÈ¤‰Ô˘ xy ÌÂ ÌÈ·
Ù˘¯·›· ÂÈÊ¿ÓÂÈ· A, Ë ÔÔ›· ÂÎÙÂ›ÓÂÙ·È Ì¤¯ÚÈ ‚¿ıÔ˘˜ z 0 (= 1 m) Î·Ù¿ ÙË ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË z.
H ·ÚÔ¯‹ V

.
ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ‰È·Ì¤ÛÔ˘ ÙË˜ ÂÈÊ¿ÓÂÈ·˜ A ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË:

(4-98)

fiÔ˘ ÙÔ ds Â›Ó·È ¤Ó· ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ‰Â˜ ÙÌ‹Ì· ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜ ·‚. E¿Ó ‰È·ÈÚ¤ÛÔ˘ÌÂ Ù· ‰‡Ô

  
V = (˘̆ ñ nn)dA =

A

(˘̆ ñ nn)z0ds = z0
·

‚

(˘̆ ñ nn)ds
·

‚

  d„ =
∂„
∂x

dx +
∂„
∂y

dy
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Ì¤ÏË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ (4-98) ÌÂ ÙÔ ‚¿ıÔ˜ z 0, Ï·Ì-
‚¿ÓÂÙ·È Ë ·ÎfiÏÔ˘ıË Û¯¤ÛË:

(4-99)

fiÔ˘ V
.
′ (= V

.
/ z 0) Â›Ó·È Ë ·Ó¿ ÌÔÓ¿‰· ‚¿ıÔ˘˜

ÔÁÎÔÌÂÙÚÈÎ‹ ·ÚÔ¯‹ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡. AÓ ÛÙËÓ ÂÍ›-
ÛˆÛË (4-99) ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ‹ÛÔ˘ÌÂ Ù· ·Ó‡ÛÌ·Ù· ˘

Î·È n ÌÂ ÙÈ˜ Î·ÚÙÂÛÈ·Ó¤˜ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜ ˘ = i˘x + j˘y

Î·È n = inx + jny, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, ÚÔÎ‡ÙÂÈ:

(4-100)

AÓ Ï¿‚Ô˘ÌÂ ˘fi„Ë ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜ ÚÔ˚Î‹˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ ÌÂ ÙË ÌÔÚÊ‹ ÙˆÓ ÂÍÈ-
ÛÒÛÂˆÓ (4-72), Ë ÙÂÏÂ˘Ù·›· ÂÍ›ÛˆÛË ÁÚ¿ÊÂÙ·È ÌÂ ÙË ÌÔÚÊ‹:

(4-101

TÔ ÂfiÌÂÓÔ ‚‹Ì· Â›Ó·È Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ Ô˘ Û˘Ó‰¤Ô˘Ó ÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ nx Î·È ny

ÙÔ˘ ÌÔÓ·‰È·›Ô˘ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ n ÌÂ ÙÔ ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ‰Â˜ Ì‹ÎÔ˜ ds. TÔ Ì‹ÎÔ˜ ·˘Ùfi Û˘Ì›ÙÂÈ
ÌÂ ÙÔ ÌÔÓ·‰È·›Ô ÂÊ·ÙÔÌÂÓÈÎfi ¿Ó˘ÛÌ· Â, ÙÔ ÔÔ›Ô Â›Ó·È Î¿ıÂÙÔ ÛÙÔ ¿Ó˘ÛÌ· n. EÔ-
Ì¤Óˆ˜, ÙÔ ÂÛˆÙÂÚÈÎfi ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙˆÓ ·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ n Î·È Â Â›Ó·È ÌË‰¤Ó:

n ñ Â = 0 (4-102)

AÓ ÛÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ·˘Ùfi ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ‹ÛÔ˘ÌÂ Ù· ·Ó‡ÛÌ·Ù· n Î·È Â ÌÂ ÙÈ˜ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜,

(4-103)

Î·È ÂÎÙÂÏ¤ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜, ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë ÂÍ›ÛˆÛË:

(4-104)

°È· Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ ¿ÓÙ· Ë ÂÍ›ÛˆÛË (4-104), Ú¤ÂÈ ÔÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙˆÓ ÌÔÓ·‰È·›ˆÓ ·Ó˘-
ÛÌ¿ÙˆÓ n Î·È Â Ó· Û˘Ó‰¤ÔÓÙ·È Â›ÙÂ ÌÂ ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ (4-105) Â›ÙÂ ÌÂ ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ (4-106):

(4-105)      (4-106) 

EÂÈ‰‹ ÙÔ ÌÔÓ·‰È·›Ô ¿Ó˘ÛÌ· Â ¤¯ÂÈ ÙËÓ ›‰È· ÊÔÚ¿ ÌÂ ÙË ÊÔÚ¿ ‰È·ÁÚ·Ê‹˜ ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜ ·‚,
ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÔÈ Û¯¤ÛÂÈ˜ (4-105), ÔfiÙÂ Ë ÂÍ›ÛˆÛË (7-109) ÁÚ¿ÊÂÙ·È:

(4-107)

H ÔÏÔÎÏËÚˆÙ¤· ÔÛfiÙËÙ· ÛÙËÓ ÙÂÏÂ˘Ù·›· ÂÍ›ÛˆÛË Â›Ó·È ›ÛË ÌÂ ÙÔ ‰È·ÊÔÚÈÎfi d„,
[EÍ. (4-94)], ÙÔ ÔÔ›Ô Â›Ó·È Ù¤ÏÂÈÔ ‰È·ÊÔÚÈÎfi. ŒÙÛÈ, ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (4-107) ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ:

(4-108)
  

V ′ = d„ = „‚ – „·
·

‚

  
V ′ =

∂„
∂y

dy +
∂„
∂x

dx
·

‚

ny = dx
ds

 nx = –
dy
ds

ny = –
dx
ds

 nx =
dy
ds

 nx
dx
ds

+ ny
dy
ds

= 0

  
nn = iinx + jjny Î·È ÂÂ = ii

dx
ds

+ jj
dy
ds

  
V ′ = nx

∂„
∂y

– ny
∂„
∂x

ds
·

‚

  
V ′ = (nx˘x + ny˘y )ds

·

‚

   
V ′ = (˘̆ ñ nn)ds

·

‚
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™¯‹Ì· 4-25 PÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ‰È‰È¿ÛÙ·ÙË˜, 
·Û˘Ì›ÂÛÙË˜ ÚÔ‹˜ ÛÙÔ Â›Â‰Ô xy.



H Û¯¤ÛË ·˘Ù‹ ‰Â›¯ÓÂÈ fiÙÈ Ë ÌÂÙ·‚ÔÏ‹ ÙË˜ ÚÔ˚Î‹˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ ÌÂÙ·Í‡ ‰‡Ô ÛËÌÂ›ˆÓ ·
Î·È ‚ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ Â›Ó·È ›ÛË ÌÂ ÙËÓ ·Ó¿ ÌÔÓ¿‰· ‚¿ıÔ˘˜ ÔÁÎÔÌÂÙÚÈÎ‹ ·ÚÔ¯‹ ÙÔ˘
ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ‰È·Ì¤ÛÔ˘ ÌÈ·˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜ Ë ÔÔ›· Û˘Ó‰¤ÂÈ Ù· ÛËÌÂ›· · Î·È ‚, ‰ËÏ·‰‹:

� � (4-109)

ÕÚ·, Ë ÚÔ˚Î‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ¤¯ÂÈ ‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ L2T – 1 Î·È ÛÙÔ ¢ÈÂıÓ¤˜ ™‡ÛÙËÌ· ÌÔÓ¿‰ˆÓ
ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È ÛÂ m2/ s. AÓ Ù· ÛËÌÂ›· · Î·È ‚ ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È Â¿Óˆ ÛÙËÓ ›‰È· ÚÔ˚Î‹ ÁÚ·ÌÌ‹,
ÙfiÙÂ ÙÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙÔ˘ ‰Â‡ÙÂÚÔ˘ Ì¤ÏÔ˘˜ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ (4-109) Â›Ó·È ÌË‰¤Ó, ÔfiÙÂ:

„· = „‚ (4-110)

H Û¯¤ÛË ·˘Ù‹ ‰Â›¯ÓÂÈ fiÙÈ Ë ÚÔ˚Î‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚ‹ Î·Ù¿ Ì‹ÎÔ˜ ÌÈ·˜ ÚÔ˚Î‹˜
ÁÚ·ÌÌ‹˜, Û˘Ì¤Ú·ÛÌ· ÛÙÔ ÔÔ›Ô Â›¯·ÌÂ Î·Ù·Ï‹ÍÂÈ Î·È ÌÂ ÙË ÁÂˆÌÂÙÚÈÎ‹ ıÂÒÚËÛË ÙË˜ „.

™ÙË ‰È‰È¿ÛÙ·ÙË ·Û˘Ì›ÂÛÙË ÚÔ‹ Ô˘ ÂÈÎÔÓ›˙ÂÙ·È ÛÙÔ ™¯‹Ì· 4-26, Ë ÁÚ·ÌÌ‹ ·‚ Â›Ó·È Î¿ıÂ-
ÙË ÚÔ˜ ÙË ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË ÙË˜ ÚÔ‹˜. EÔÌ¤Óˆ˜, ÙÔ ÌÔÓ·‰È·›Ô ¿Ó˘ÛÌ· n Î·È ÙÔ ¿Ó˘ÛÌ· ˘ ÙË˜
Ù·¯‡ÙËÙ·˜ Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏ·, ÔfiÙÂ Ë ÂÍ›ÛˆÛË (4-81) ·ÏÔÔÈÂ›Ù·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:

„‚ – „· = ˘¢s (4-111)

fiÔ˘ ˘ Â›Ó·È ÙÔ Ì¤ÙÚÔ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ Î·È ¢s Ë ·fiÛÙ·ÛË ÙˆÓ ÚÔ˚ÎÒÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ Â¿-
Óˆ ÛÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È Ù· ÛËÌÂ›· · Î·È ‚. ŸÌˆ˜, Ë ‰È·ÊÔÚ¿ („‚ – „·) Â›Ó·È Ë
›‰È· ÁÈ· Î¿ıÂ ˙Â‡ÁÔ˜ ÛËÌÂ›ˆÓ Ù· ÔÔ›· ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È Â¿Óˆ ÛÙÈ˜ ‰‡Ô ·˘Ù¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜,
·ÊÔ‡ ÔÈ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ Û˘Ì›ÙÔ˘Ó ÌÂ ÙÈ˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÛÙ·ıÂÚ‹˜ ÚÔ˚Î‹˜
Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜. ŒÙÛÈ, ·Ó ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ 1-1′ Î·È 2-2′, ÔÈ ÔÔ›Â˜ Â›Ó·È Î¿ıÂÙÂ˜
ÚÔ˜ ÙË ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË ÙË˜ ÚÔ‹˜, ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÂÊ·ÚÌfiÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (4-111), ÔfiÙÂ:

„‚ – „· = ˘1 ¢s1 = ˘2 ¢s2 (4-112)

fiÔ˘ ˘1, ˘2 Â›Ó·È Ù· Ì¤ÙÚ· ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Î·È ¢s1, ¢s2 ÔÈ ·ÔÛÙ¿ÛÂÈ˜
ÙˆÓ ÚÔ˚ÎÒÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ Ô˘ ‰È¤Ú¯ÔÓÙ·È ·fi Ù· ıÂˆÚÔ‡ÌÂÓ· ÛËÌÂ›·. MÂ ·Ó·‰È¿Ù·ÍË
ÙˆÓ fiÚˆÓ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ (4-112), ÚÔÎ‡ÙÂÈ:

(4-113)

H Û¯¤ÛË ·˘Ù‹ ‰Â›¯ÓÂÈ fiÙÈ ÙÔ Ì¤ÙÚÔ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ Â›Ó·È ·ÓÙÈÛÙÚfiÊˆ˜ ·Ó¿ÏÔÁÔ ÚÔ˜
ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË ÙˆÓ ÚÔ˚ÎÒÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ‹, ÌÂ ¿ÏÏ· ÏfiÁÈ·, ÙÔ Ì¤ÙÚÔ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘-
ÛÙÔ‡ Â›Ó·È ·Ó¿ÏÔÁÔ ÚÔ˜ ÙËÓ ˘ÎÓfiÙËÙ· ÙˆÓ ÚÔ˚ÎÒÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜. H
·Ú·Ù‹ÚËÛË ·˘Ù‹ Â›Ó·È È‰È·›ÙÂÚ· ¯Ú‹ÛÈÌË ÛÂ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ ÚÔ‹˜ fiÔ˘ Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ‹ Ë
‰È¿Ù·ÍË ÙˆÓ ÚÔ˚ÎÒÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ. ŒÙÛÈ,
·fi ÙÔ Û¯Â‰È·ÁÚ¿ÊËÌ· ÙË˜ ÚÔ‹˜ ÙÔ˘
™¯‹Ì·ÙÔ˜ 4-26 Û˘ÌÂÚ·›ÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ë
Ù·¯‡ÙËÙ· ˘1 Â›Ó·È ÌÈÎÚfiÙÂÚË ·fi ÙËÓ
Ù·¯‡ÙËÙ· ˘2, ·ÊÔ‡ Ë ˘ÎÓfiÙËÙ· ÙˆÓ
ÚÔ˚ÎÒÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÛÙËÓ ÂÚÈÔ¯‹ 1-1′
ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ Â›Ó·È ÌÈÎÚfiÙÂÚË ·fi
ÙËÓ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë ˘ÎÓfiÙËÙ· ·˘ÙÒÓ ÛÙËÓ
ÂÚÈÔ¯‹ 2-2′.

T¤ÏÔ˜, ·fi ÙÔÓ ÙÚfiÔ ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ ÙË˜
ÚÔ˚Î‹˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó·
Û˘ÌÂÚ¿ÓÔ˘ÌÂ ÁÈ· ÙËÓ Î·ÙÂ‡ı˘ÓÛË

 ˘1

˘2

=
¢s2

¢s1

ŸÁÎÔ˜ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ·Ó¿ ÌÔÓ¿‰· ‚¿ıÔ˘˜ ÛÙË ÌÔÓ¿‰·
ÙÔ˘ ¯ÚfiÓÔ˘ ·fi ÌÈ· ÁÚ·ÌÌ‹ Ë ÔÔ›· Û˘Ó‰¤ÂÈ Ù·
ÛËÌÂ›· · Î·È ‚ ÛÙË ÌÔÓ¿‰· ÙÔ˘ ¯ÚfiÓÔ˘

  
„‚ – „· = (˘̆ ñ nn)ds =

·

‚
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™¯‹Ì· 4-26 PÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ‰È‰È¿ÛÙ·ÙË˜, ·Û˘Ì›ÂÛÙË˜
ÚÔ‹˜ ÛÙÔ Â›Â‰Ô xy (ÁÈ· ÙËÓ ÂÍ·ÁˆÁ‹ ÙË˜ Û¯¤ÛË˜ (4-84)).



ÙË˜ ÚÔ‹˜. ŒÙÛÈ, ·Ó Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË „ ·˘Í¿ÓÂÙ·È Î·Ù¿ ÙË ıÂÙÈÎ‹ ÊÔÚ¿ ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· y, Ë ÚÔ‹
Î·ÙÂ˘ı‡ÓÂÙ·È ÚÔ˜ ÙË ıÂÙÈÎ‹ ÊÔÚ¿ ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· x (·fi ·ÚÈÛÙÂÚ¿ ÚÔ˜ Ù· ‰ÂÍÈ¿), ‰È·ÊÔÚÂ-
ÙÈÎ¿, Ë ÚÔ‹ ¤¯ÂÈ ÊÔÚ¿ ·fi ‰ÂÍÈ¿ ÚÔ˜ Ù· ·ÚÈÛÙÂÚ¿ (‚Ï. ™¯‹Ì· 4-27).

™ÎÔfi˜: H ¯¿Ú·ÍË ÙÔ˘ Û¯Â‰ÈÔÁÚ·Ê‹Ì·ÙÔ˜ ÌÂ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ‰È‰È¿ÛÙ·ÙË˜, ·Û˘-
Ì›ÂÛÙË˜ ÚÔ‹˜ Î·È Ô ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi˜ ÙË˜ ÔÁÎÔÌÂÙÚÈÎ‹˜ ·ÚÔ¯‹˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÌÂÙ·Í‡ ‰‡Ô ÚÔ˚ÎÒÓ
ÁÚ·ÌÌÒÓ fiÙ·Ó Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ‹ Ë ·Ó·Ï˘ÙÈÎ‹ ¤ÎÊÚ·ÛË ÙË˜ ÚÔ˚Î‹˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ ÙË˜ ÚÔ‹˜.

TÔ Úfi‚ÏËÌ·: H ÚÔ˚Î‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË „ ÌÈ·˜ ‰È‰È¿ÛÙ·ÙË˜, ·Û˘Ì›ÂÛÙË˜ ÚÔ‹˜ ÛÙÔ Â›Â‰Ô xy
‰›ÓÂÙ·È ÛÂ Î·ÚÙÂÛÈ·Ó¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË:

„ = – 2ax – 3by (1)

fiÔ˘ a = 3 m / s, b = 2 m / s Î·È ÔÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ x Î·È y Â›Ó·È ÛÂ Ì¤ÙÚ·.
·. N· ¯·Ú·¯ıÔ‡Ó ÔÈ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Ô‡Ó ÛÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ „1 = 0 Î·È „2 = 12 m2/ s.
‚. ™ÙÔ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ·, Ó· ¯·Ú·¯ıÂ› ÙÔ ¿Ó˘ÛÌ· ˘ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô (0, 0).
Á. N· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ë ÔÁÎÔÌÂÙÚÈÎ‹ ·ÚÔ¯‹ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ÚÔ˚ÎÒÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ Ô˘ ‰È¤Ú¯Ô-

ÓÙ·È ·fi Ù· ÛËÌÂ›· ·(1, 1) Î·È ‚(2, 2).

§‡ÛË: OÈ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÌÈ·˜ ‰È‰È¿ÛÙ·ÙË˜, ·Û˘Ì›ÂÛÙË˜ ÚÔ‹˜ Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÛÙ·ıÂÚÒÓ ÙÈÌÒÓ
„ ÙË˜ ÚÔ˚Î‹˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ ÙË˜ ÚÔ‹˜. EÔÌ¤Óˆ˜, ÁÈ· Ó· ¯·Ú¿ÍÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ˙ËÙÔ‡ÌÂÓÂ˜ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜
Ú¤ÂÈ Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ ¤ÎÊÚ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ y(x) Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÛÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ „1 Î·È „2.

°È· „1 = 0, Ë ÂÍ›ÛˆÛË (1) Ô‰ËÁÂ› ÛÙËÓ ·ÎfiÏÔ˘ıË ¤ÎÊÚ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ y(x):

(·-1)

Afi ÙËÓ ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ (·-1), Ï·Ì‚¿ÓÂÙ·È Ë Û¯¤ÛË:

y = – x (·-2)

ÕÚ·, Ë ÚÔ˚Î‹ ÁÚ·ÌÌ‹ Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÛÙËÓ ÙÈÌ‹ „1 = 0 Â›Ó·È Â˘ıÂ›·, Ë ÔÔ›· ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ
ÛËÌÂ›Ô (0, 0) Î·È ¤¯ÂÈ ÎÏ›ÛË – 1 (‰ËÏ·‰‹ Û¯ËÌ·Ù›˙ÂÈ ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x ÁˆÓ›· 135Æ).

°È· „2 = 12 m2 / s, Ë ÂÍ›ÛˆÛË (1) Ô‰ËÁÂ› ÛÙËÓ ·ÎfiÏÔ˘ıË ¤ÎÊÚ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ y (x):

 y = – 2a
3b

x

·
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(·-3)

°È· a = 3 m/s Î·È b = 2 m/s, Ë ÂÍ›ÛˆÛË (·-3) ·ÏÔÔÈÂ›Ù·È ÛÙË Û¯¤ÛË:

y = – x – 2 (·-4)

ÕÚ·, Ë ÚÔ˚Î‹ ÁÚ·ÌÌ‹ Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÛÙËÓ ÙÈÌ‹ „2 = 12 m2 / s Â›Ó·È Â›ÛË˜ Â˘ıÂ›·, Ë ÔÔ›· ‰È¤Ú-
¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (0, – 2) Î·È ¤¯ÂÈ (Î·È ·˘Ù‹), ÎÏ›ÛË – 1.

EÍ¿ÏÏÔ˘, ÂÂÈ‰‹ Ë ÙÈÌ‹ ÙË˜ „ ÌÂÈÒÓÂÙ·È Î·Ù¿ ÙË ıÂÙÈÎ‹ ÊÔÚ¿ ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· y, Ë ÚÔ‹ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡,
¿Ú· Î·È ÔÈ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜, Î·ÙÂ˘ı‡ÓÔÓÙ·È ·fi ‰ÂÍÈ¿ ÚÔ˜ Ù· ·ÚÈÛÙÂÚ¿ (‚Ï. ™¯‹Ì· ¶4-15).

H ÁÂÓÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË ÙÔ˘ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ ˘ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Â›Ó·È:

˘ = i˘x + j˘y (‚-1)

OÈ Î·ÚÙÂÛÈ·Ó¤˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ˘x Î·È ˘y ÙÔ˘ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ ˘ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ˘ÔÏÔÁ›˙ÔÓÙ·È ·fi ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒ-
ÛÂÈ˜ (4-90), ÛÂ Û˘Ó‰˘·ÛÌfi Î·È ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (1), Î·È Â›Ó·È:

(‚-2)

(‚-3)

EÔÌ¤Óˆ˜, Ë ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË (‚-1) ÁÚ¿ÊÂÙ·È:

˘ = – 6i + 6j (‚-4)

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ‰ÂÓ ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ·fi ÙÈ˜ ¯ˆÚÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ x, y.
A˘Ùfi ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ Ë ÚÔ‹ ¤¯ÂÈ ·ÓÙÔ‡ ÙËÓ ›‰È· ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË, ·Ú¿ÏÏËÏË ÚÔ˜ ÂÎÂ›ÓË ÙÔ˘ ·Ó‡ÛÌ·-
ÙÔ˜ ˘ Î·È ÙËÓ ›‰È· ÊÔÚ¿ ÌÂ ·˘Ùfi. TÔ ¿Ó˘ÛÌ· ˘ ¤¯ÂÈ Ì¤ÙÚÔ,

(‚-5)

Î·È Û¯ËÌ·Ù›˙ÂÈ ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x ÁˆÓ›· ı Ô˘ ˘ÔÏÔÁ›˙ÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË:

(‚-6)
 tanı =

˘y

˘x

=
6 m/ s

– 6 m/ s
= – 1 ‹ ı = 135Æ

  ˘̆ = ˘x
2 + ˘y

2 = (– 6)2 + (6)2 m/ s = 8,48 m/ s

  ˘y = –
∂„
∂x

= –
∂

∂x
(– 2ax – 3by) = 2a = 6 m/ s

  ˘x =
∂„
∂y

=
∂

∂y
(– 2ax – 3by) = – 3b = – 6 m/ s

‚

 y = – 2a
3b

x – 4
b
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ÕÚ·, ÙÔ ¿Ó˘ÛÌ· ˘ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô (0, 0) ¤¯ÂÈ Ì¤ÙÚÔ 8,48 m / s Î·È Û¯ËÌ·Ù›˙ÂÈ
ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x ÁˆÓ›· 135Æ. ¢ËÏ·‰‹, ‚Ú›ÛÎÂÙ·È Â¿Óˆ ÛÙË ÁÚ·ÌÌ‹ „1 = 0 (™¯‹Ì· ¶2-15). N·
ÛËÌÂÈˆıÂ› fiÙÈ ÙÔ ¿Ó˘ÛÌ· ˘ ‰ÂÓ Â›Ó·È ¯·Ú·ÁÌ¤ÓÔ ˘fi ÎÏ›Ì·Î·.

OÈ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ Ô˘ ‰È¤Ú¯ÔÓÙ·È ·fi Ù· ÛËÌÂ›· ·(1, 1) Î·È ‚ (2, 2) ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ Û˘Ì›-
ÙÔ˘Ó ÌÂ ÙÈ˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Ô‡Ó ÛÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ „· Î·È „‚ ÙË˜ ÚÔ˚Î‹˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜, fiÔ˘:

„· = „ �(1, 1) = [– 2ax – 3by](1,1) = [– 2(3) (1) – 3(2) (1)] m2 / s = – 12 m2 / s (Á-1)

„‚ = „ �(2, 2) = [– 2ax – 3by](2, 2) = [– 2(3) (2) – 3(2) (2)] m2 / s = – 24 m2 / s (Á-2)

EÔÌ¤Óˆ˜, Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (4-108), Ë ·Ó¿ ÌÔÓ¿‰· ‚¿ıÔ˘˜ ÔÁÎÔÌÂÙÚÈÎ‹ ·ÚÔ¯‹ ÙÔ˘
ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ÚÔ˚ÎÒÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ Ô˘ ‰È¤Ú¯ÔÓÙ·È ·fi Ù· ÛËÌÂ›· · (1, 1) Î·È ‚ (2, 2) Â›Ó·È:

V
.

′ = „· – „‚ = [(– 12) – (– 24)]m2 / s = 12 m2 / s (Á-3)

™ÎÔfi˜: H Â‡ÚÂÛË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ Î·È Ô Î·ıÔÚÈÛÌfi˜ ÙË˜ ı¤ÛË˜ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ
ËÚÂÌ›·˜ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÌÈ·˜ ‰È‰È¿ÛÙ·ÙË˜, ·Û˘Ì›ÂÛÙË˜ ÚÔ‹˜ fiÙ·Ó Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ‹ Ë ÚÔ˚Î‹ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË.

TÔ Úfi‚ÏËÌ·: H ÚÔ˚Î‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÌÈ·˜ ‰È‰È¿ÛÙ·ÙË˜, ·Û˘Ì›ÂÛÙË˜ ÚÔ‹˜ ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË:

„ = – ar sinı + bı (1)

fiÔ˘ a Î·È b Â›Ó·È ıÂÙÈÎ¤˜ ÛÙ·ıÂÚ¤˜.
·. ¶ÔÈ¤˜ Â›Ó·È ÔÈ ‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙˆÓ ÛÙ·ıÂÚÒÓ a Î·È b;
‚. N· Â˘ÚÂıÂ› Ë ·Ó·Ï˘ÙÈÎ‹ ¤ÎÊÚ·ÛË ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ Ù·¯‡ÙËÙ·˜.
Á. N· ÂÍÂÙ·ÛÙÂ› ·Ó ÛÙÔ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ Â‰›Ô Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ˘¿Ú¯Ô˘Ó (Î·È Ô‡) ÛËÌÂ›· ËÚÂÌ›·˜.

§‡ÛË: ™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ·Ú¯‹ ÙË˜ ‰È·ÛÙ·ÙÈÎ‹˜ ÔÌÔÈÔÁ¤ÓÂÈ·˜ [¨1-3], fiÏÔÈ ÔÈ fiÚÔÈ ÙË˜ ÂÍ›Ûˆ-
ÛË˜ (1) Ú¤ÂÈ Ó· ¤¯Ô˘Ó ÙÈ˜ ›‰ÈÂ˜ ‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜. ŒÙÛÈ, ·ÊÔ‡ Ë ÚÔ˚Î‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË (ÙÔ 1Ô Ì¤ÏÔ˜ ÙË˜)
¤¯ÂÈ ‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ L2 T –1, ÙÈ˜ ›‰ÈÂ˜ ‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ı· ¤¯Ô˘Ó Î·È ÔÈ ‰‡Ô ¿ÏÏÔÈ fiÚÔÈ ÙË˜. EÔÌ¤Óˆ˜,

(·-1)

(·-2)

ÕÚ·, Ë ÛÙ·ıÂÚ¿ a ¤¯ÂÈ ÙÈ˜ ‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ Î·È Ë ÛÙ·ıÂÚ¿ b ÙÈ˜ ‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙË˜ ÔÁÎÔÌÂ-
ÙÚÈÎ‹˜ ·ÚÔ¯‹˜ ·Ó¿ ÌÔÓ¿‰· ‚¿ıÔ˘˜.

H ÁÂÓÈÎ‹ ·Ó·Ï˘ÙÈÎ‹ ¤ÎÊÚ·ÛË ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÛÂ Î˘ÏÈÓ‰ÚÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ Â›Ó·È:

˘ = ˘r er + ˘ı eı (‚-1)

OÈ Ù·¯‡ÙËÙÂ˜ ˘r Î·È ˘ı ˘ÔÏÔÁ›˙ÔÓÙ·È ·fi ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ (4-92) Î·È ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (1):

(‚-2)

(‚-3)

ÕÚ·, Ë ·Ó·Ï˘ÙÈÎ‹ ¤ÎÊÚ·ÛË ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ Â›Ó·È:

  ˘ı = –
∂„
∂r

= –
∂
∂r

(– a r sinı + bı) = a sinı

  ˘r =
1
r

∂„
∂ı

=
1
r

∂
∂ı

(– a r sinı + bı) = – a cosı + b
r

‚

 {b} =
{L 2 T – 1}

{ı}
=

{L 2 T – 1}

{L 0 M 0 T 0}
= {L 2 T – 1}

 {a} =
{L 2 T – 1}

{r} {sinı}
=

{L 2 T – 1}

{L} {L 0 M 0 T 0}
= {LT – 1}

·

Á
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(‚-4)

™ËÌÂ›· ËÚÂÌ›·˜ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÛÙÈ˜ ı¤ÛÂÈ˜ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ fiÔ˘ Ë Ù·¯‡ÙËÙ· Â›Ó·È ÌË‰¤Ó:

(Á-1)

ŸÌˆ˜, ÁÈ· Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ Ë ÂÍ›ÛˆÛË (Á-1) Ú¤ÂÈ Ó· Â›Ó·È ˘r = 0 Î·È ˘ı = 0, ÔfiÙÂ ·fi ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜
(‚-2) Î·È (‚-3) ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ÔÈ ·Ú·Î¿Ùˆ Û¯¤ÛÂÈ˜:

(Á-2)           asnı = 0    (Á-3)  

EÂÈ‰‹ a � 0, Ë ÂÍ›ÛˆÛË (Á-3) ÈÛ¯‡ÂÈ ÁÈ·:

ı = 0  Î·È  ı =  (Á-4)

£¤ÙÔÓÙ·˜ ı = 0 ÛÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (Á-2) ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë ÙÈÌ‹:

(Á-5)

Ë ÔÔ›· Â›Ó·È ·Ô‰ÂÎÙ‹, ·ÊÔ‡ ÔÈ ÛÙ·ıÂÚ¤˜ a Î·È b Â›Ó·È ıÂÙÈÎ¤˜ (¿Ú· r � 0). AÓÙ›ıÂÙ·, Ë ÙÈÌ‹
Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·fi ÙËÓ ›‰È· ÂÍ›ÛˆÛË ÁÈ· ı = :

(Á-6)

·ÔÚÚ›ÙÂÙ·È, ·ÊÔ‡ ·ÚÓËÙÈÎ¤˜ ÙÈÌ¤˜ r ‰ÂÓ ÔÚ›˙ÔÓÙ·È. ÕÚ·, ÛÙÔ ‰Â‰ÔÌ¤ÓÔ Â‰›Ô ÚÔ‹˜, ˘¿Ú¯ÂÈ
¤Ó· ÛËÌÂ›Ô ËÚÂÌ›·˜ ÙÔ ÔÔ›Ô ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÛÙË ı¤ÛË (r, ı) = (b / a, 0).

™ÎÔfi˜: O ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi˜ ÙË˜ ÚÔ˚Î‹˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ ÌÈ·˜ ‰È‰È¿ÛÙ·ÙË˜, ·Û˘Ì›ÂÛÙË˜ ÚÔ‹˜ fiÙ·Ó
Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ‹ Ë ·Ó·Ï˘ÙÈÎ‹ ¤ÎÊÚ·ÛË ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ Ù·¯‡ÙËÙ·˜.

TÔ Úfi‚ÏËÌ·: TÔ Â‰›Ô Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÌÈ·˜ ‰È‰È¿ÛÙ·ÙË˜, ·Û˘Ì›ÂÛÙË˜ ÚÔ‹˜ Â›Ó·È:

(1)

fiÔ˘ a Î·È b Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚ¤˜. N· Â˘ÚÂıÂ› Ë ÚÔ˚Î‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙË˜ ÚÔ‹˜.

§‡ÛË: H ÚÔ˚Î‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË „ (r, ı) ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙÈ˜ ‰‡Ô ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ (4-92):

(2)

ŒÙÛÈ, ÁÈ· ÙÔ ‰Â‰ÔÌ¤ÓÔ Â‰›Ô Ù·¯‡ÙËÙ·˜, [EÍ. (1)], ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÔÈ ‰È·ÊÔÚÈÎ¤˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜:

(3) (4)

Afi ÙËÓ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛË ÙË˜ ‰È·ÊÔÚÈÎ‹˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ (3) ˆ˜ ÚÔ˜ ı, ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÌÈ· ÚÒÙË ¤ÎÊÚ·ÛË
ÁÈ· ÙË ÚÔ˚Î‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË „, Ë ÂÍ‹˜:

(5) „ = aı + b
r sinı + f1 (r)

  ∂„
∂r

= –
b
r 2

sinı
  1

r
∂„
∂ı

=
a
r

+
b
r 2

cosı

  ˘r =
1
r

∂„
∂ı

Î·È ˘ı = –
∂„
∂r

  ˘̆ = a
r

+ b
r 2

cosı ee r + b
r 2

sinı eeı

 r = – b
a

 r = b
a

 r = b
a cosı

  ˘̆ = ˘r
2 + ˘ı

2 = 0

Á

  ˘̆ = – a cosı + b
r ee r + a sinı eeı
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fiÔ˘ f1(r) Â›Ó·È ÌÈ· ·˘ı·›ÚÂÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙÔ˘ r. ŸÌÔÈ·, ·fi ÙËÓ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛË ÙË˜ ‰È·ÊÔÚÈÎ‹˜ ÂÍ›-
ÛˆÛË˜ (4) ˆ˜ ÚÔ˜ r, ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÌÈ· ‰Â‡ÙÂÚË ¤ÎÊÚ·ÛË ÁÈ· ÙË ÚÔ˚Î‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË „, Ë ÂÍ‹˜:

(6)

fiÔ˘ f2(ı) Â›Ó·È ÌÈ· ·˘ı·›ÚÂÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙÔ˘ ı. ŒÙÛÈ, ÁÈ· Ó· ÈÎ·ÓÔÔÈÔ‡ÓÙ·È Î·È ÔÈ ‰‡Ô
ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜ ÙË˜, [EÍ. (5) Î·È (6)], Ë ÚÔ˚Î‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË „ Ú¤ÂÈ Ó· ¤¯ÂÈ ÙËÓ ·ÎfiÏÔ˘ıË ÌÔÚÊ‹:

(7)

fiÔ˘ c Â›Ó·È ÌÈ· ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ¿.

¶·Ú·Ù‹ÚËÛË: EÂÈ‰‹ ÔÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙÔ˘ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ ˘ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ Û˘Ó‰¤ÔÓÙ·È ÌÂ ÙÈ˜ ·Ú·-
ÁÒÁÔ˘˜ ÙË˜ ÚÔ˚Î‹˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜, ÌÔÚÂ› ¿ÓÙ· Ó· ÚÔÛÙÂıÂ› ÛÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË „ ÌÈ· ·˘ı·›ÚÂÙË
ÛÙ·ıÂÚ¿ c, Ë ÙÈÌ‹ ÙË˜ ÔÔ›·˜ ‰ÂÓ ÂËÚÂ¿˙ÂÈ Î·ıfiÏÔ˘ ÙËÓ ·Ó·Ï˘ÙÈÎ‹ ¤ÎÊÚ·ÛË ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ Ù·¯‡-
ÙËÙ·˜. ™˘Ó‹ıˆ˜, ÁÈ· ·ÏfiÙËÙ·, ı¤ÙÔ˘ÌÂ c = 0. ŒÙÛÈ, ÁÈ· ÙÔ ‰Â‰ÔÌ¤ÓÔ Â‰›Ô, Ë ·ÏÔ‡ÛÙÂÚË ÌÔÚÊ‹
ÙË˜ ÚÔ˚Î‹˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ ÙË˜ ÚÔ‹˜ Â›Ó·È:

(8) „ = ·ı + b
r sinı

 „ = ·ı + b
r sinı + c

 „ = b
r sinı + f2 (ı)
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TÈ Ú¤ÂÈ Ó· ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ

ñ ¶ÔÈ¿ Â›Ó·È Ù· Â›‰Ë ÚÔ‹˜, Î·ıÒ˜ Î·È Ù· ÎÚÈÙ‹-
ÚÈ· ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÌÔ‡ ‰Â‰ÔÌ¤ÓË˜ ÚÔ‹˜.

ñ ΔÔÓ ÔÚÈÛÌfi Î·È ÙË Ê˘ÛÈÎ‹ ÂÚÌËÓÂ›· ÙˆÓ ·ÚÈı-
ÌÒÓ Reynolds Î·È Mach.

ñ ΔË ‰È·ÊÔÚ¿ Î·È ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ ÌÂÙ·Í‡ ˘ÏÈÎÒÓ Î·È
¯ˆÚÈÎÒÓ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ.

ñ ΔÔÓ ÔÚÈÛÌfi Î·È ÙË Ê˘ÛÈÎ‹ ÂÚÌËÓÂ›· ÙË˜ ÙÔÈÎ‹˜,
ÙË˜ ˘ÏÈÎ‹˜ Î·È ÙË˜ ÔÏÈÎ‹˜ ·Ú·ÁÒÁÔ˘. 

ñ ΔÈ˜ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜ ÙË˜ ÛÙÈÁÌÈ·›·˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÛˆÌ·-
ÙÈ‰›Ô˘ Î·È ÙË˜ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË˜ ÚÔ‹˜. 

ñ ΔÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙˆÓ Ú˘ıÌÒÓ ÚÔ‹˜ Ì¿˙·˜
Î·È fiÁÎÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡. 

ñ Δ› Â›Ó·È ÔÈ ÙÚÔ¯È¤˜, ÔÈ ÈÓÒ‰ÂÈ˜ ÊÏ¤‚Â˜ Î·È ÔÈ
ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ Î·È ÛÂ ÙÈ ¯ÚËÛÈÌÂ‡Ô˘Ó.

ñ ΔËÓ ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ ÚÔ˚Î‹˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ Î·È ÙË ÛË-
Ì·Û›· ÙË˜ ·fi ÚÂ˘ÛÙÔÌË¯·ÓÈÎ‹ ¿Ô„Ë.  

∫ÏÂ›ÓÔÓÙ·˜ ÙÔ ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ KÈÓËÌ·ÙÈÎ‹ ÙˆÓ PÂ˘ÛÙÒÓ, ·˜ Â·Ó·Ï¿‚Ô˘ÌÂ ÂÈÁÚ·ÌÌ·ÙÈÎ¿ ÌÂÚÈÎ¿ ÛËÌ·ÓÙÈÎ¿
ÛËÌÂ›· ÙÔ˘:

ANAKEºA§AIø™H

E›‰Ë PÔ‹˜

ñ ÕÙÚÈ‚Ë (Ì = 0) – πÍÒ‰Ë˜ (Ì � 0).

ñ ™ÙÚˆÙ‹ (Re � Rec) – Δ˘Ú‚Ò‰Ë˜ (Re � Rec).
fiÔ˘ Re = ˘d / Ó Â›Ó·È Ô ·ÚÈıÌfi˜ Reynolds 
Î·È Re c = 2000 (ÁÈ· ÚÔ‹ ÛÂ ÛˆÏ‹ÓÂ˜).

ñ ∞Û˘Ì›ÂÛÙË (ª � 0,3) – ™˘ÌÈÂÛÙ‹ (ª � 0,3).
fiÔ˘ ª = ˘ / c Â›Ó·È Ô ·ÚÈıÌfi˜ ªach.

ñ ªfiÓÈÌË [∂ ( ) / ∂t = 0] – MË ÌfiÓÈÌË (� 0).

ñ √ÌÔÈfiÌÔÚÊË ÚÔ‹ ÛÂ ‰È·ÙÔÌ‹ Â›Ó·È ·˘Ù‹ ÛÙËÓ
ÔÔ›· Á›ÓÂÙ·È ¯Ú‹ÛË Ì¤ÛˆÓ È‰ÈÔÙ‹ÙˆÓ.

ñ ªÔÓÔ-, ¢È- Î·È ΔÚÈ‰È¿ÛÙ·ÙË ÚÔ‹ Â›Ó·È ·˘Ù‹
ÛÙËÓ ÔÔ›· Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È
·fi Ì›·, ‰‡Ô ‹ ÙÚÂ›˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·,
Î·È, ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤Óˆ˜, ÙÔÓ ¯ÚfiÓÔ.

YÏÈÎfi Î·È ÃˆÚÈÎfi ÕÓ˘ÛÌ· £¤ÛË˜

ñ ΔÔ ˘ÏÈÎfi ¿Ó˘ÛÌ·, R0, Î·ıÔÚ›˙ÂÈ ÙËÓ ·Ú¯ÈÎ‹ ı¤-
ÛË (ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t0 = 0) Ô˘ Î·Ù¤¯ÂÈ ÙÔ
ÎÈÓÔ‡ÌÂÓÔ ÛˆÌ·Ù›‰ÈÔ ÛÙÔÓ ¯ÒÚÔ. 

ñ ∫¿ıÂ ÛˆÌ·Ù›‰ÈÔ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ¤¯ÂÈ ÙÔ "‰ÈÎfi" ÙÔ˘ ¿Ó˘-
ÛÌ· R0, ‹ ÙÈ˜ "‰ÈÎ¤˜" ÙÔ˘ ˘ÏÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜
(x0, y0, z0), ÔÈ ÔÔ›Â˜ ·Ú·Ì¤ÓÔ˘Ó ÔÈ ›‰ÈÂ˜ Î·Ù¿
ÙËÓ Î›ÓËÛ‹ ÙÔ˘ ÛÙÔÓ ¯ÒÚÔ.

ñ ΔÔ ¯ˆÚÈÎfi ¿Ó˘ÛÌ·, R, Î·ıÔÚ›˙ÂÈ ÙË ı¤ÛË ÙÔ˘ Ûˆ-
Ì·ÙÈ‰›Ô˘ ÛÙÔ Â‰›Ô ÚÔ‹˜ ÌÈ· ‰Â‰ÔÌ¤ÓË ÛÙÈÁÌ‹ t.

ñ ΔÔ ¿Ó˘ÛÌ· R, ‹ ÔÈ ¯ˆÚÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ (x, y, z)
‰ÂÓ ¤¯Ô˘Ó Ó· Î¿ÓÔ˘Ó ÌÂ Î¿ÔÈÔ ÛˆÌ·Ù›‰ÈÔ ÚÂ˘-
ÛÙÔ‡, ·ÏÏ¿ ÌÂ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË ı¤ÛË ÛÙÔÓ ¯ÒÚÔ.

ñ ∫¿ıÂ ÛˆÌ·Ù›‰ÈÔ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ¤¯ÂÈ ¤Ó· ÌfiÓÔ ˘ÏÈÎfi
¿Ó˘ÛÌ·, ·ÏÏ¿ Ï‹ıÔ˜ ¯ˆÚÈÎÒÓ ·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ ı¤ÛË˜.
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ÃÚÔÓÈÎ¤˜ ¶·Ú¿ÁˆÁÔÈ ªÂÙ·‚ÏËÙ‹˜ £ 

ñ ΔÔÈÎ‹ ·Ú¿ÁˆÁÔ˜: ∂ÎÊÚ¿˙ÂÈ ÙÔÓ ÙÔÈÎfi Ú˘ı-
Ìfi ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ ÙË˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜ £ ˆ˜ ÚÔ˜ ·Î›-
ÓËÙÔ ·Ú·ÙËÚËÙ‹ (ÂÚÈÁÚ·Ê‹ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜
ÌÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô Euler). 

ñ YÏÈÎ‹ ·Ú¿ÁˆÁÔ˜: ∂ÎÊÚ¿˙ÂÈ ÙÔÓ Ú˘ıÌfi ÌÂÙ·‚Ô-
Ï‹˜ ÙË˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜ £ ˆ˜ ÚÔ˜ ·Ú·ÙËÚËÙ‹ ÎÈ-
ÓÔ‡ÌÂÓÔ ÛÙÔÓ ¯ÒÚÔ ÌÂ ÙËÓ Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡
(ÂÚÈÁÚ·Ê‹ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ ÌÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô Lagrange).

ñ OÏÈÎ‹ ·Ú¿ÁˆÁÔ˜: ∂ÎÊÚ¿˙ÂÈ ÙÔÓ Ú˘ıÌfi ÌÂÙ·-
‚ÔÏ‹˜ ÙË˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜ £ ˆ˜ ÚÔ˜ ·Ú·ÙËÚËÙ‹
ÎÈÓÔ‡ÌÂÓÔ ÛÙÔÓ ¯ÒÚÔ ÌÂ Ù˘¯·›· Ù·¯‡ÙËÙ·.

P˘ıÌÔ› PÔ‹˜ PÂ˘ÛÙÔ‡

ñ ƒ˘ıÌfi˜ ÚÔ‹˜ Ì¿˙·˜: mñ = dm / dt = Ú˘A

ñ ƒ˘ıÌfi˜ ÚÔ‹˜ fiÁÎÔ˘: V
ñ

= dV / dt = ˘A

ñ °È· ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË ÚÔ‹ ÛÂ ‰È·ÙÔÌ‹: mñ = ÚV
ñ

ñ M¤ÛË Ù·¯‡ÙËÙ·: ˘
–

= V
ñ
/ A

Δ·¯‡ÙËÙ· Î·È ∂ÈÙ¿¯˘ÓÛË ƒÔ‹˜ 

ñ To ¿Ó˘ÛÌ· ˘(t) ÙË˜ ÛÙÈÁÌÈ·›·˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ¤¯ÂÈ
ÙÔ ›‰ÈÔ Ì¤ÙÚÔ Î·È ÙËÓ ›‰È· Î·ÙÂ‡ı˘ÓÛË ÌÂ ÙÔ
¿Ó˘ÛÌ· ÙË˜ ÚÒÙË˜ ·Ú·ÁÒÁÔ˘ ÙÔ˘ ·Ó‡ÛÌ·-
ÙÔ˜ ı¤ÛË˜ R(t) Î·È ÂÊ¿ÙÂÙ·È ÙË˜ ÙÚÔ¯È¿˜ ÙÔ˘
ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ÛÂ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô ÙË˜. 

ñ ∏ Î·Ù¿ Lagrange ÔÏÈÎ‹ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ÚÔ‹˜ a Â›Ó·È
›ÛË ÌÂ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙË˜ ÙÔÈÎ‹˜ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË˜ al

Î·È ÙË˜ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË˜ ÌÂÙ·ÊÔÚ¿˜ ac. 

ñ ΔÔÈÎ‹ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ˘Ê›ÛÙ·Ù·È ¤Ó· ÛˆÌ·Ù›‰ÈÔ fi-
Ù·Ó ÙÔ Â‰›Ô Ù·¯‡ÙËÙ·˜ Â›Ó·È ÌË ÌfiÓÈÌÔ Î·È ÂÈ-
Ù¿¯˘ÓÛË ÌÂÙ·ÊÔÚ¿˜ fiÙ·Ó Â›Ó·È ·ÓÔÌÔÈfiÌÔÚÊÔ. 

°Ú·ÊÈÎ‹ ¶·Ú¿ÛÙ·ÛË ¶Â‰›ˆÓ ƒÔ‹˜

ñ ΔÔ Û¯Â‰ÈÔÁÚ¿ÊËÌ· ÙˆÓ Â‰›ˆÓ ÚÔ‹˜ Á›ÓÂÙ·È Û˘Ó‹-
ıˆ˜ ÌÂ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜, ·ÏÏ¿ ÌÔÚÂ› Ó· Á›ÓÂÈ Î·È
ÌÂ ÙÚÔ¯È¤˜ ‹ Î·È ÌÂ ÈÓÒ‰ÂÈ˜ ÊÏ¤‚Â˜.

ñ √È ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ‰ÂÓ Ù¤ÌÓÔÓÙ·È ÔÙ¤, ÂÎÙfi˜
·Ó ‰È¤Ú¯ÔÓÙ·È ·fi ÛËÌÂ›· ËÚÂÌ›·˜ (ÛÙ· ÔÔ›·
Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Â›Ó·È ÌË‰¤Ó).

ñ √È ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ Ô˘ ‰È¤Ú¯ÔÓÙ·È ·fi ÛËÌÂ›·
ÎÏÂÈÛÙ‹˜ Î·Ì‡ÏË˜ Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó ÚÔ˚Îfi ÛˆÏ‹Ó·,
ÌÂ ÂÈÊ¿ÓÂÈ· ·‰È·¤Ú·ÛÙË ·fi ÚÂ˘ÛÙfi.

ñ ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÌfiÓÈÌË˜ ÚÔ‹˜, ÔÈ ÙÚÔ¯È¤˜ ÙˆÓ
ÛˆÌ·ÙÈ‰›ˆÓ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡, ÔÈ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ Î·È
ÔÈ ÈÓÒ‰ÂÈ˜ ÊÏ¤‚Â˜ Û˘Ì›ÙÔ˘Ó.

ƒÔ˚Î‹ ™˘Ó¿ÚÙËÛË (æ)

ñ √Ú›˙ÂÙ·È ÁÈ· ‰È‰È¿ÛÙ·ÙË, ·Û˘Ì›ÂÛÙË (¿ÙÚÈ‚Ë ‹
ÈÍÒ‰Ë) ÚÔ‹.

ñ ¶ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÈ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¿ ÙË ÁÂˆÌÂÙÚ›· ÙˆÓ Â‰›ˆÓ
ÚÔ‹˜, Î·ıÒ˜ Ë ÙÈÌ‹ ·˘Ù‹˜ ‰Â ÌÂÙ·‚¿ÏÏÂÙ·È Î·Ù¿
Ì‹ÎÔ˜ ÔÔÈ·Û‰‹ÔÙÂ ÚÔ˚Î‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘
(„ = ÛÙ·ıÂÚ‹). 

ñ ∏ ‰È·ÊÔÚ¿ (æ· - æ‚) Â›Ó·È ›ÛË ÌÂ ÙËÓ ·Ó¿ ÌÔÓ¿‰·
‚¿ıÔ˘˜ ÔÁÎÔÌÂÙÚÈÎ‹ ·ÚÔ¯‹ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Ô˘
‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÁÚ·ÌÌ‹ Ë ÔÔ›· Û˘Ó-
‰¤ÂÈ Ù· ÛËÌÂ›· · Î·È ‚ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜.

ñ ∏ ÌÂÙ·‚ÔÏ‹ ÙË˜ æ Û¯ÂÙ›˙ÂÙ·È ¿ÌÂÛ· ÌÂ ÙËÓ Î·-
ÙÂ‡ı˘ÓÛË ÙË˜ ÚÔ‹˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡.

£EMATA ™KEæH™

£4-01 ¶ÔÈ¤˜ ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ (™) Î·È ÔÈ¤˜ Ï¿ıÔ˜ ·fi ÚÂ˘ÛÙÔÌË¯·ÓÈÎ‹ ¿Ô„Ë. 
™ËÌÂÈÒÛÙÂ Ã ÛÙÔ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ô ÙÂÙÚ·ÁˆÓ›‰ÈÔ.

™ §

·. ∏ Û˘Óı‹ÎË ÌË ÔÏ›ÛıËÛË˜ ÈÛ¯‡ÂÈ ÌfiÓÔ ÁÈ· ÚÂ˘ÛÙ¿ Ô˘ ıÂˆÚÔ‡ÓÙ·È Û˘ÓÂ¯‹ Ì¤Û·.  . . . . . . . . . . . . . . . .

‚. ™ÙÈ˜ ÚÔ¤˜ fiÔ˘ ÈÛ¯‡ÂÈ Ë Û¯¤ÛË ª < 0,3, ÙÔ ÚÂ˘ÛÙfi Â›Ó·È ¿ÓÙ· ·Û˘Ì›ÂÛÙÔ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Á. ªfiÓÈÌË ÚÔ‹ Û˘Ì‚·›ÓÂÈ fiÙ·Ó ÔÈ Û˘Óı‹ÎÂ˜ ÛÂ ÁÂÈÙÔÓÈÎ¿ ÛËÌÂ›· Â›Ó·È ›‰ÈÂ˜ ÛÂ Î¿ıÂ ÛÙÈÁÌ‹.  . . . . . . . .

‰. ΔÔ ˘ÏÈÎfi ¿Ó˘ÛÌ· Â›Ó·È ÙÔ ¯ˆÚÈÎfi ¿Ó˘ÛÌ· ÙË˜ ·Ú¯ÈÎ‹˜ ı¤ÛË˜ ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘.  . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Â. ∏ ˘ÏÈÎ‹ ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ ÙË˜ ˘ÎÓfiÙËÙ·˜ Â›Ó·È ÌË‰¤Ó, fiÙ·Ó ÈÛ¯‡ÂÈ Ë Û¯¤ÛË div˘ = 0..  . . . . . . . . . . . . . . . .



ÛÙ. ŸÙ·Ó Ë ÚÔ‹ Â›Ó·È ÌfiÓÈÌË, Ë ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ÌÂÙ·ÊÔÚ¿˜ Â›Ó·È ¿ÓÙ· ÌË‰¤Ó.  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

˙. ∏ Ù·¯‡ÙËÙ· Î·È Ë ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË˜ ÙˆÓ ÛˆÌ·ÙÈ‰›ˆÓ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ¤¯Ô˘Ó ¿ÓÙ· ÙËÓ ›‰È· Î·ÙÂ‡ı˘ÓÛË.  . . . . .

Ë. ™ÙË ÌfiÓÈÌË ÚÔ‹, ÔÈ ÚÔ˚Î¤˜ ÂÈÊ¿ÓÂÈÂ˜ ·Ú·Ì¤ÓÔ˘Ó ÛÙ·ıÂÚ¤˜ ÛÙÔÓ ¯ÒÚÔ.  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ı. ™ÙËÓ ¿ÙÚÈ‚Ë ÚÔ‹, Ë ÂÈÊ¿ÓÂÈ· ÂÏ¤Á¯Ô˘ Â›Ó·È Î·È ÚÔ˚Î‹ ÂÈÊ¿ÓÂÈ·.  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

È. ∏ ÚÔ˚Î‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÔÚ›˙ÂÙ·È ÌfiÓÔ ÁÈ· ‰È‰È¿ÛÙ·ÙË ·Û˘Ì›ÂÛÙË ÚÔ‹.  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

£4-02 ™Â ·ÁˆÁfi Î˘ÎÏÈÎ‹˜ ‰È·ÙÔÌ‹˜, ÂÛˆÙÂÚÈÎ‹˜ ‰È·-
Ì¤ÙÚÔ˘ 2,5 cm, Ú¤ÂÈ ÚÂ˘ÛÙfi ÌÂ Ì¤ÛË Ù·¯‡ÙËÙ· 3 m/s.
ΔÔ ÚÂ˘ÛÙfi ¤¯ÂÈ ˘ÎÓfiÙËÙ· 1280 kg/m3 Î·È ‰˘Ó·ÌÈÎfi
ÈÍÒ‰Â˜ 0,015 poise. ¡· ÂÍÂÙ·ÛÙÂ› ·Ó Ë ÚÔ‹ ÙÔ˘ ÚÂ˘-
ÛÙÔ‡ Â›Ó·È ÛÙÚˆÙ‹ ‹ Ù˘Ú‚Ò‰Ë˜;

£4-03 ¢‡Ô ÚÂ˘ÛÙ¿ ∞ Î·È μ Ú¤Ô˘Ó ÛÂ ‰‡Ô fiÌÔÈÔ˘˜ ·Áˆ-
ÁÔ‡˜ Î˘ÎÏÈÎ‹˜ ‰È·ÙÔÌ‹˜ ÌÂ ÙËÓ ›‰È· Ì¤ÛË Ù·¯‡ÙËÙ·. ΔÔ
ÎÈÓËÌ·ÙÈÎfi ÈÍÒ‰Â˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ∞ Â›Ó·È ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ ·fi
ÂÎÂ›ÓÔ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ μ. ™Â ÔÈfi ·fi Ù· ‰‡Ô ÚÂ˘ÛÙ¿ Â›-
Ó·È ÈÔ Èı·Ó‹ Ë ·Ó¿Ù˘ÍË Ù˘Ú‚Ò‰Ô˘˜ ÚÔ‹˜;

£4-04 N· Î·ıÔÚÈÛÙÂ› Ë ‰È¿ÛÙ·ÛË ÙˆÓ ÂÍ‹˜ ÚÔÒÓ:
·. PÔ‹ ·¤Ú· ¿Óˆ ·fi ÎÈÓÔ‡ÌÂÓÔ ·˘ÙÔÎ›ÓËÙÔ.
‚. PÔ‹ ÓÂÚÔ‡ ÛÂ ÈÛÔ‰È·ÌÂÙÚÈÎfi ÛˆÏ‹Ó· Ô ÔÔ›Ô˜

·ÎÔÏÔ˘ıÂ› ÙÔ ÂÚ›ÁÚ·ÌÌ· ÙÔ˘ Â‰¿ÊÔ˘˜ ÛÂ ÌÈ·
ÏÔÊÒ‰Ë ÂÚÈÔ¯‹.

Á. PÔ‹ Á‡Úˆ ·fi ÛÊ·›Ú· Ë ÔÔ›· Î·Ù¤Ú¯ÂÙ·È ÛÂ
·Î›ÓËÙÔ ÚÂ˘ÛÙfi ˘fi ÙËÓ Â›‰Ú·ÛË ÙË˜ ‚·Ú‡ÙË-
Ù·˜ ÌÂ ÙË Ì¤ÁÈÛÙË ‰˘Ó·Ù‹ Ù·¯‡ÙËÙ·.

‰. PÔ‹ ·¤Ú· Á‡Úˆ ·fi ·ÂÚÔÙÔÌ‹ Ù¤Ú˘Á·˜ ·ÂÚÔ-
Ï¿ÓÔ˘.

£4-05 °È· Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ Â‰›· Ù·¯‡ÙËÙ·˜, Ó·
Î·ıÔÚÈÛÙÂ› ÙÔ Â›‰Ô˜ ÙË˜ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë˜ ÚÔ‹˜ (ÌfiÓÈÌË
‹ ÌË ÌfiÓÈÌË, ÌÔÓÔ–, ‰È– ‹ ÙÚÈ‰È¿ÛÙ·ÙË)

·. ˘ = (ax 2e – bt)i + cxj Á. ˘ = a (cosı)e r – b (sinı )eı

‚. ˘ = ay 2i + byzj ‰. ˘ = 3xi – (3z + 2t)k

£4-06 TÔ Â‰›Ô ˘ÎÓfiÙËÙ·˜ ÙˆÓ Î·˘Û·ÂÚ›ˆÓ ÛÙËÓ
¤ÍÔ‰Ô ÌÈ·˜ ÌË¯·Ó‹ Diesel ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÙ·È ÈÎ·ÓÔÔÈË-
ÙÈÎ¿ ·fi ÙËÓ ÂÌÂÈÚÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË:

Ú =a [1 + be –cx cos(ˆt)]

N· Î·ıÔÚÈÛÙÂ› ÙÔ Â›‰Ô˜ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ˘ÎÓfiÙËÙ·˜
(ÌfiÓÈÌÔ ‹ ÌË ÌfiÓÈÌÔ, ÌÔÓÔ –, ‰È – ‹ ÙÚÈ‰È¿ÛÙ·ÙÔ).

£4-07 N· Î·ıÔÚÈÛÙÂ› Ë ‰È¿ÛÙ·ÛË ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ Ù·¯‡-
ÙËÙ·˜ ÌÂÙ·Í‡ ‰‡Ô ·Ú¿ÏÏËÏˆÓ Ï·ÎÒÓ Ô˘ ·ÂÈÎÔ-
Ó›˙ÔÓÙ·È ÛÙ· ™¯‹Ì·Ù· £4-07· Î·È £4-07‚.

£4-08 ¡· ‰ÔıÂ› Ê˘ÛÈÎ‹ ÂÚÌËÓÂ›· ÙˆÓ fiÚˆÓ:

·. ‚.

£4-09 ¡· ‰ÔıÂ› Ê˘ÛÈÎ‹ ÂÚÌËÓÂ›· ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜: 

Ú(R, t) = Ú[R(R0, t), t]

£4-10 ¶ÔÈ¿ ·fi Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ ÌÂÁ¤ıË ÌÔÚÔ‡Ó Ó·
¯ÚËÛÈÌÔÔÈËıÔ‡Ó ÛÙË ı¤ÛË ÙÔ˘ μ ÛÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (4-72);

·. ∫ÈÓËÙÈÎ‹ ÂÓ¤ÚÁÂÈ· Á. £ÂÚÌfiÙËÙ·    
‚. ∂È‰ÈÎ‹ ÂÓı·Ï›· ‰. ™ÙÚÔÊÔÚÌ‹

£4-11 ∏ ÙÚÔ¯È¿ ÂÓfi˜ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÂÚÈÁÚ¿-
ÊÂÙ·È ·fi ÙËÓ ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË: 

¡· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› ÙÔ Ì¤ÙÚÔ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘.

£4-12 ∏ ÙÚÔ¯È¿ ÂÓfi˜ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÂÚÈÁÚ¿-
ÊÂÙ·È ·fi ÙËÓ ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË:

R(t) = Aexp(Bt)i

fiÔ˘ A = 1 m Î·È B = 2 s-1. ¡· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÔ‡Ó ÔÈ ÙÈ-
Ì¤˜ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ Î·È ÙË˜ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË˜ ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ-
‰›Ô˘ ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t = 0. 

£4-13 TÔ Â‰›Ô ˘ÎÓfiÙËÙ·˜ ÂÓfi˜ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ‰›ÓÂÙ·È
·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË:

Ú = at /x

fiÔ˘ a Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚ¿ Î·È x � 0.
·. N· Û¯Â‰È·ÛÙÔ‡Ó ÛÙÔ ¯ÒÚÔ Úxt ÔÈ Î·Ì‡ÏÂ˜ ÙË˜

˘ÎÓfiÙËÙ·˜ ÁÈ· ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜: (i) x = 1 Î·È (ii) t = 1.
‚. ¶ÔÈfi˜ Â›Ó·È Ô Ú˘ıÌfi˜ ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ ÙË˜ ˘ÎÓfiÙË-

Ù·˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô x = 1;

£4-14 ∞¤Ú·˜ Ú¤ÂÈ ÛÂ ·ÁˆÁfi Î˘ÎÏÈÎ‹˜ ‰È·ÙÔÌ‹˜ ÌÂ
ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË Ù·¯‡ÙËÙ· ˘ = 2t2i m/s, fiÔ˘ t Â›Ó·È ÛÂ
second. ¡· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ë ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ÚÔ‹˜ ÙÈ˜ ¯ÚÔÓÈ-
Î¤˜ ÛÙÈÁÌ¤˜ t = -1, 0 Î·È 1 s. 

    ˘ 2

2
Ú(˘̆ ñ nn)A∑

A

   hÚ(˘̆ ñ nn)dA
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£4-15 ¡ÂÚfi Ú¤ÂÈ ÛÂ ·ÁˆÁfi ¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ Ë Ù·¯‡ÙËÙ¿ ÙÔ˘
Ó· ‰ÈÏ·ÛÈ¿˙ÂÙ·È Î¿ıÂ 10 s. ∫¿ıÂ ÛÙÈÁÌ‹, Ë Ù·¯‡ÙËÙ·
ÙÔ˘ ÓÂÚÔ‡ ÛÙÔÓ ·ÁˆÁfi Â›Ó·È ·ÓÙÔ‡ Ë ›‰È·. ΔË ¯ÚÔÓÈÎ‹
ÛÙÈÁÌ‹ t = 0, Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ˘ = 4i m/s. ¡· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ë
ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ÚÔ‹˜ ÙÈ˜ ¯ÚÔÓÈÎ¤˜ ÛÙÈÁÌ¤˜ t = 0, 5 Î·È 10 s. 

£4-16 ∂¿Ó ÌÈ· ·ÓÙÏ›· ·ÔÌ·ÎÚ‡ÓÂÈ 7 gal/min ÓÂÚÔ‡
·fi ÌÈ· ‰ÂÍ·ÌÂÓ‹, fiÛÔ˜ ¯ÚfiÓÔ˜ ı· ¯ÚÂÈ·ÛÙÂ› ÁÈ· ÙËÓ
ÂÎÎ¤ÓˆÛ‹ ÙË˜, ·Ó ÂÚÈ¤¯ÂÈ 4,8 t ÓÂÚfi;

£4-17 ŒÓ·˜ ÔÚÈ˙fiÓÙÈÔ˜ ·ÁˆÁfi˜ Î˘ÎÏÈÎ‹˜ ‰È·ÙÔÌ‹˜,
‰È·Ì¤ÙÚÔ˘ 35 cm, ÚÔÛ·ÚÌfi˙ÂÙ·È ÛÙÔ Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊÔ
ÙÔ›¯ˆÌ· ÌÈ·˜ ‰ÂÍ·ÌÂÓ‹ ÓÂÚÔ‡. ∏ Ì¤ÛË Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘
ÓÂÚÔ‡ ÛÙÔÓ ·ÁˆÁfi Â›Ó·È 5,2 m/s. YÔı¤ÙÔÓÙ·˜ fiÙÈ ÙÔ
ÓÂÚfi ÛÙË ‰ÂÍ·ÌÂÓ‹ ÎÈÓÂ›Ù·È ·ÎÙÈÓÈÎ¿ ÚÔ˜ ÙÔ Î¤ÓÙÚÔ
ÙË˜ ÂÈÛfi‰Ô˘ ÙÔ˘ ·ÁˆÁÔ‡, Ó· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ë Ù·¯‡ÙËÙ·
ÙÔ˘ ÓÂÚÔ‡ ÛÂ ·fiÛÙ·ÛË 50 cm Î·È 100 cm ·fi ÙËÓ
Â›ÛÔ‰Ô ÙÔ˘ ·ÁˆÁÔ‡. 

£4-18 ¡ÂÚfi Ú¤ÂÈ ÛÂ ÈÛÔ‰È·ÌÂÙÚÈÎfi ·ÁˆÁfi ÌÂ ÔÌÔÈfi-
ÌÔÚÊË Ù·¯‡ÙËÙ·:

˘ = (12/t +6)k 

fiÔ˘ Ù· ÌÂÁ¤ıË ˘ Î·È t Â›Ó·È ÛÂ ÌÔÓ¿‰Â˜ SI. ¡· ˘ÔÏÔ-
ÁÈÛÙÂ› Ë ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË a ÙÈ˜ ¯ÚÔÓÈÎ¤˜ ÛÙÈÁÌ¤˜ t = 1 Î·È 2 s.

£4-19 ΔÔ Â‰›Ô Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÌÈ·˜ ÚÔ‹˜ ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÙ·È ·fi
ÙËÓ ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË: 

˘ = 2yi + 3xj)
fiÔ˘ Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ˘ Â›Ó·È ÛÂ m/s Î·È ÔÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜
x Î·È y ÛÂ Ì¤ÙÚ·. ¡· Û¯Â‰È·ÛÙÔ‡Ó ÔÈ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜
ÛÙÔ 1Ô Î·È 2Ô ÙÂÙ·ÚÙËÌfiÚÈÔ ÙÔ˘ ÂÈ¤‰Ô˘ xy ÔÈ
ÔÔ›Â˜ ‰È¤Ú¯ÔÓÙ·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (0, 0). Δ› ÙÔ ¯·Ú·-
ÎÙËÚÈÛÙÈÎfi ¤¯ÂÈ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (0, 0);

£4-20 ΔÔ Â‰›Ô Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÌÈ·˜ ÚÔ‹˜ ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÙ·È
·fi ÙËÓ ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË: 

˘ = ·(yi - xj)

fiÔ˘ · Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚ¿. ¡· Û¯Â‰È·ÛÙÔ‡Ó ÌÂÚÈÎ¤˜ ÚÔ˚Î¤˜
ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÛÙÔ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ· y-x ÁÈ· ÛËÌÂ›· ÙÔ˘ Â‰›Ô˘
ÚÔ‹˜ ÌÂ ÙÈÌ¤˜ x ≤ 0.

£4-21 AÓ Ë ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹ ¤ÎÊÚ·ÛË ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ Ù·¯‡-
ÙËÙ·˜ ÌÈ·˜ ÚÔ‹˜ Â›Ó·È ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜:

˘ = f(y)i

Ù› ÌÔÚÊ‹ ı· ¤¯ÂÈ Ë ÚÔ˚Î‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË „ ÙË˜ ÚÔ‹˜;

·. „ = g(x, y)      ‚. „ = g (x)      Á. „ = g (y)

£4-22 ŒÓ· ·Û˘Ì›ÂÛÙÔ ÚÂ˘ÛÙfi Ú¤ÂÈ ÌÂ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË
Ù·¯‡ÙËÙ· ˘� Â¿Óˆ ÛÙÔ Â›Â‰Ô xy. TÔ ¿Ó˘ÛÌ· ˘ ÙË˜
Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Û¯ËÌ·Ù›˙ÂÈ ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x
ÁˆÓ›· ı. N· Â˘ÚÂıÂ› Ë ÚÔ˚Î‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙË˜ ÚÔ‹˜.

£4-23 ™ÙÔ ™¯‹Ì· £4-23 ÂÈÎÔÓ›˙ÂÙ·È ÙÔ Û¯Â‰ÈÔÁÚ¿-
ÊËÌ· ÂÓfi˜ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ ÌÂ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜. T› Û˘ÌÂ-
Ú¿ÛÌ·Ù· ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ·fi ÙÔ Û¯Â‰ÈÔÁÚ¿ÊËÌ· ·˘Ùfi ÛÂ
fiÙÈ ·ÊÔÚ¿ ÙÔ Â›‰Ô˜ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜;

£4-24 ™ÙÔ ™¯‹Ì· £4-24 ÂÈÎÔÓ›˙ÔÓÙ·È ‰‡Ô Î·Ì‡-
ÏÂ˜ ÛÙ·ıÂÚ‹˜ ÚÔ˚Î‹˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜.

·. ¶ÔÈ¿ Â›Ó·È Ë Î·ÙÂ‡ı˘ÓÛË ÙË˜ ÚÔ‹˜;
‚. ¶ÔÈfi˜ Â›Ó·È Ô Ú˘ıÌfi˜ ÚÔ‹˜ fiÁÎÔ˘ ·Ó¿ ÌÔÓ¿‰·

‚¿ıÔ˘˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ · (4,1) Î·È ‚ (2, 3);

£4-25 ™ÙÔ ™¯‹Ì· £4-25 ÂÈÎÔÓ›˙ÔÓÙ·È ‰‡Ô Î·Ì‡ÏÂ˜
ÛÙ·ıÂÚ‹˜ ÚÔ˚Î‹˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜.

·. ¶ÔÈ¿ Â›Ó·È Ë Î·ÙÂ‡ı˘ÓÛË ÙË˜ ÚÔ‹˜;
‚. ¶ÔÈ¿ Â›Ó·È Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÚÔ‹˜ ÛÙÈ˜ ı¤ÛÂÈ˜ ·‚ Î·È Á‰;

™¯‹Ì· £4-23

™¯‹Ì· £4-25

™¯‹Ì· £4-24
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∞4-01 ™Â ·ÁˆÁfi Î˘ÎÏÈÎ‹˜ ‰È·ÙÔÌ‹˜, ÂÛˆÙÂÚÈÎ‹˜ ‰È·-
Ì¤ÙÚÔ˘ 0,20 m, Ú¤ÂÈ (·) ˘ÁÚfi ‚ÂÓ˙fiÏÈÔ Î·È (‚) Ï¿‰È
SAE 30, ıÂÚÌÔÎÚ·Û›·˜ 20 oC, ÌÂ Ì¤ÛË Ù·¯‡ÙËÙ· 0,3 m/s.
¡· ÂÍÂÙ·ÛÙÂ› ·Ó Ë ÚÔ‹ ÙˆÓ ‰‡Ô ˘ÁÚÒÓ Â›Ó·È ÛÙÚˆÙ‹
‹ Ù˘Ú‚Ò‰Ë˜. 

∞4-02 °È· ÙË ‰È·Î›ÓËÛË ÙÔ˘ ·¤Ú· ÛÂ ÌÈ· ÂÁÎ·Ù¿ÛÙ·-
ÛË ÎÏÈÌ·ÙÈÛÌÔ‡ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÂ›Ù·È ¤Ó·˜ Ê˘ÁÔÎÂÓÙÚÈÎfi˜
·ÓÂÌÈÛÙ‹Ú·˜, ÌÂ ÊÙÂÚˆÙ‹ ‰È·Ì¤ÙÚÔ˘ 0,30 m. ¶ÔÈ¿ Â›-
Ó·È Ë Ì¤ÁÈÛÙË Ù·¯‡ÙËÙ· ÂÚÈÛÙÚÔÊ‹˜ ÙË˜ ÊÙÂÚˆÙ‹˜
(ÛÂ rev/min), ÒÛÙÂ Ó· ·ÔÊÂ˘¯ıÂ› Ë ÂÌÊ¿ÓÈÛË Ê·ÈÓÔ-
Ì¤ÓˆÓ Û˘ÌÈÂÛÙfiÙËÙ·˜ Î·Ù¿ ÙË ÌÂÙ·ÊÔÚ¿ ÙÔ˘ ·¤Ú·;
∏ Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ‹¯Ô˘ ÛÙÔÓ ·¤Ú· Â›Ó·È 340 m/s. 

∞4-03 Δ· ¯ˆÚÈÎ¿ ·Ó‡ÛÌ·Ù· ÙˆÓ ı¤ÛÂˆÓ ÛÙÔ Â‰›Ô ÚÔ-
‹˜ ·fi ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ÙÔ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ (x0, y0) ÙÔ˘
ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ‰›ÓÔÓÙ·È ·fi ÙËÓ ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË:

R = ati + (1-at)j

¶ÔÈ¿ Â›Ó·È Ë ·Ú¯ÈÎ‹ ı¤ÛË ÙÔ˘ ıÂˆÚÔ‡ÌÂÓÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘;

∞4-04 ™Â ¤Ó· ‰È‰È¿ÛÙ·ÙÔ Â‰›Ô ÚÔ‹˜, Ù· ¯ˆÚÈÎ¿
·Ó‡ÛÌ·Ù· ı¤ÛË˜ ÙˆÓ ÛˆÌ·ÙÈ‰›ˆÓ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡
‰›ÓÔÓÙ·È ·fi ÙËÓ ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË:

R = (x0 + at)i + (y0 – at)j

fiÔ˘ a Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚ¿. N· Û¯Â‰È·ÛÙÔ‡Ó Ù· ¯ˆÚÈÎ¿
·Ó‡ÛÌ·Ù· ı¤ÛË˜ ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÌÂ
˘ÏÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ x0 = 0 Î·È y0 = 1 ÙÈ˜ ¯ÚÔÓÈÎ¤˜
ÛÙÈÁÌ¤˜: (·) t = 1 / a, (‚) t = 2 /a Î·È (Á) t = 3 / a.

∞4-05 TÔ Â‰›Ô ˘ÎÓfiÙËÙ·˜ ÂÓfi˜ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ‰›ÓÂÙ·È
·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË:

Ú = ax2 + byt +c (kg / m3)

·. ¶Ò˜ ÌÂÙ·‚¿ÏÏÂÙ·È Ë ˘ÎÓfiÙËÙ· Ú ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡
Î·Ù¿ ÙÈ˜ ‰ÈÂ˘ı‡ÓÛÂÈ˜ x, y Î·È z;

‚. N· Û¯Â‰È·ÛÙÔ‡Ó ÔÈ Î·Ì‡ÏÂ˜ ÛÙ·ıÂÚ‹˜ ˘ÎÓfiÙË-
Ù·˜ Ú = 6 kg / m3 ÙÈ˜ ¯ÚÔÓÈÎ¤˜ ÛÙÈÁÌ¤˜ t1 = 1 s
Î·È t 2 = 2 s, ·Ó a = 1 kg / m5, b = 1 kg / m4 ñ s Î·È
c = 1 kg / m3.

Á. ¶ÔÈfi˜ Â›Ó·È Ô Ú˘ıÌfi˜ ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ ÙË˜ ˘ÎÓfiÙË-
Ù·˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÛÙ· ÛËÌÂ›· (2, 0) Î·È (0, 2);

A4-06 K·Ù¿ ÙË ÚÔ‹ ·¤Ú· ÛÂ ¤Ó· ‰È·¯‡ÙË, Ì‹ÎÔ˘˜ �,
Ë ˘ÎÓfiÙËÙ· Ú Î·È Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ˘ ÌÂÙ·‚¿ÏÏÔÓÙ·È
Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜:

Ú = Ú0 e – x / � Î·È   ˘ = i˘0 e – 2x / �

fiÔ˘ x Â›Ó·È Ë ·fiÛÙ·ÛË ·fi ÙËÓ Â›ÛÔ‰Ô ÙÔ˘ ‰È·¯‡ÙË.
N· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ô Ú˘ıÌfi˜ ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ ÙË˜ ˘ÎÓfiÙËÙ·˜
ÙÔ˘ ·¤Ú· ÛÙËÓ ¤ÍÔ‰Ô ÙÔ˘ ‰È·¯‡ÙË.

A4-07 ŒÓ· ·ÂÚÔÏ¿ÓÔ ›Ù·Ù·È ÛÙËÓ ·ÙÌfiÛÊ·ÈÚ·
ÌÂ Ù·¯‡ÙËÙ·:

w = 135i + 10j – 10k (m / s)

H ˘ÎÓfiÙËÙ· Ú ÙÔ˘ ·ÙÌÔÛÊ·ÈÚÈÎÔ‡ ·¤Ú· ‰›ÓÂÙ·È
·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË:

Ú = Ú0 [1 + a(x 2 + y 2) + e – bz]

fiÔ  ̆ Ú0 = 1,2 kg/m3, a = 1× 10– 4 m– 2 Î·È b = 3 × 10– 4 m– 1.
N· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ô Ú˘ıÌfi˜ ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ ÙË˜ ˘ÎÓfiÙË-
Ù·˜ ÙÔ˘ ·¤Ú· Ô˘ ‰È·ÈÛÙÒÓÂÈ Ô ÈÏfiÙÔ˜, ·Ó ÔÈ
Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙË˜ ı¤ÛË˜ ÙÔ˘ ·ÂÚÔÏ¿ÓÔ˘ Â›Ó·È
x = 0, y = 0, Î·È z = 5000 m.

A4-08 H Ù·¯‡ÙËÙ· ÚÔ‹˜ ‰È·Ì¤ÛÔ˘ ÂÓfi˜ ÎˆÓÈÎÔ‡
·ÎÚÔÊ˘Û›Ô˘ ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË:

fiÔ˘ ˘ 0 = 2,5 m / s Â›Ó·È Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÛÙËÓ Â›ÛÔ‰Ô ÙÔ˘
·ÎÚÔÊ˘Û›Ô˘ Î·È � = 1 m Ë ·fiÛÙ·ÛË Ì¤¯ÚÈ ÙË Ê·È-
ÓÔÌÂÓÈÎ‹ ÎÔÚ˘Ê‹ ÙÔ˘ ÎÒÓÔ˘. N· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÔ‡Ó:
(·) Ë Ù·¯‡ÙËÙ· Î·È (‚) Ë ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ÛÂ ·fiÛÙ·ÛË
x = 50 cm ·fi ÙËÓ Â›ÛÔ‰Ô ÙÔ˘ ·ÎÚÔÊ˘Û›Ô˘.

∞4-09 TÔ Â‰›Ô Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÌÈ·˜ ÚÔ‹˜ ‰›ÓÂÙ·È ·fi
ÙËÓ ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË:

N· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÔ‡Ó Ù· ÛËÌÂ›· ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ ÛÙ·
ÔÔ›· ÔÈ Î˘ÏÈÓ‰ÚÈÎ¤˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ˘r Î·È ˘ı ÙÔ˘ ·Ó‡-
ÛÌ·ÙÔ˜ ˘ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ¤¯Ô˘Ó ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜:
(·) ˘r = 0, (‚) ˘ı = 0 Î·È (Á) ˘r = ˘ı = 0.

∞4-10 ΔÔ Â‰›Ô Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÌÈ·˜ ÚÔ‹˜ ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÙ·È
·fi ÙËÓ ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË: 

˘ = 2yi + xj)

fiÔ˘ Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ˘ Â›Ó·È ÛÂ m/s Î·È ÔÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ x
Î·È y ÛÂ Ì¤ÙÚ·. ¡· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ë Û˘ÓÈÛÙÒÛ· ÙË˜ Î·Ù¿
Lagrange ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË˜ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô (3, 1) ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜
Î·Ù¿ ÙË ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË ÙÔ˘ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜.

∞4-11 ¡ÂÚfi Ú¤ÂÈ ÛÂ ·ÁˆÁfi Î˘ÎÏÈÎ‹˜ ‰È·ÙÔÌ‹˜, ‰È·Ì¤-
ÙÚÔ˘ 20 cm, ÛÙË ¤ÍÔ‰Ô ÙÔ˘ ÔÔ›Ô˘ Â›Ó·È ÚÔÛ·ÚÌÔ-
ÛÌ¤ÓÔ ¤Ó· ÎˆÓÈÎfi ·ÎÚÔÊ‡ÛÈÔ. √ Ú˘ıÌfi˜ ÚÔ‹˜ fiÁÎÔ˘
ÙÔ˘ ÓÂÚÔ‡ ÛÙÔÓ ·ÁˆÁfi ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË:

V
.

= 0,05(1 + t) m3/s

fiÔ˘ t Â›Ó·È ¯ÚfiÓÔ˜ ÛÂ second. 
·.  ¡· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÔ‡Ó Ë Ì¤ÛË Ù·¯‡ÙËÙ· Î·È Ë ÂÈÙ¿-

¯˘ÓÛË ÚÔ‹˜ ÛÙËÓ Â›ÛÔ‰Ô ÙÔ˘ ·ÁˆÁÔ‡ ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹
ÛÙÈÁÌ‹ t = 5 s.

‚.  ¡· Î·ıÔÚÈÛÙÔ‡Ó Ë ‰È¿ÛÙ·ÛË Î·È ÙÔ Â›‰Ô˜ ÙË˜ ÚÔ‹˜
ÛÙË ‰Â‰ÔÌ¤ÓË ‰È¿Ù·ÍË.

∞4-12 ªÈ· ‰ÂÍ·ÌÂÓ‹, ‰È·Ì¤ÙÚÔ˘ 2 m, ÁÂÌ›˙ÂÙ·È ÌÂ
ÓÂÚfi Î·È ÌÂÙ¿ ·Ú¯›˙ÂÈ Ó· ÂÚÈÛÙÚ¤ÊÂÙ·È ÌÂ Ù·¯‡ÙËÙ·:

ˆ = 2(1 - e-t) rad/s

¶ÔÈ¿ ı· Â›Ó·È Ë Ù·¯‡ÙËÙ·, Ë ÂÈÙÚfi¯ÈÔ˜ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË Î·È
Ë ÎÂÓÙÚÔÌfiÏÔ˜ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ÙˆÓ ÛˆÌ·ÙÈ‰›ˆÓ ÙÔ˘ ÚÂ˘-
ÛÙÔ‡ Ô˘ ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È ÛÂ Â·Ê‹ ÌÂ Ù· ÙÔÈ¯ÒÌ·Ù· ÙË˜
‰ÂÍ·ÌÂÓ‹˜: (·) ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t = 1 s Î·È (‚) ÌÂÙ¿
ÌÂÁ¿ÏÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ· (ıÂˆÚËÙÈÎ¿ ¿ÂÈÚÔ);

  ˘̆ = ˘0 cosı 1 – a
r

2
ee r + ˘0 sinı 1 + a

r
2

ee ı

   ˘̆ = ˘0 1 – x
�

– 2
ii
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∞4-13 ŒÓ· ·ÎÚÔÊ‡ÛÈÔ Â›Ó·È Û¯Â‰È·ÛÌ¤ÓÔ ¤ÙÛÈ, ÒÛÙÂ
Ó· ÂÈÙ·¯‡ÓÂÈ ÙÔ ÚÂ˘ÛÙfi ·fi Ù·¯‡ÙËÙ· ˘1 ÛÂ ˘2 ÌÂ
ÁÚ·ÌÌÈÎfi ÙÚfiÔ. ∞Ó Ë ÚÔ‹ Â›Ó·È ÌfiÓÈÌË ÌÂ ˘1 = 4 m/s
Î·È ˘2 =10 m/s ÛÙÈ˜ ı¤ÛÂÈ˜ x1 = 0 Î·È x2 = 1 m, Ó· ˘Ô-
ÏÔÁÈÛÙÂ› Ë ÔÏÈÎ‹ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ÚÔ‹˜ ÛÙ· ÛËÌÂ›· 1 Î·È 2.

∞4-14 ™Â ÌÈ· ·ÂÚÔÛ‹Ú·ÁÁ· ÌÂÏÂÙ¿Ù·È Ë ÚÔ‹ ÙÔ˘
·¤Ú· Á‡Úˆ ·fi ÌÈ· ÛÊ·›Ú·, ·ÎÙ›Ó·˜ R = 30 cm. H
Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ·¤Ú· Î·Ù¿ Ì‹ÎÔ˜ ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· ÙË˜
Û‹Ú·ÁÁ·˜, Ô ÔÔ›Ô˜ ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ Î¤ÓÙÚÔ ÙË˜
ÛÊ·›Ú·˜, ‚Ú¤ıËÎÂ fiÙÈ ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË:

fiÔ˘ x Â›Ó·È Ë ·fiÛÙ·ÛË ·fi ÙÔ Î¤ÓÙÚÔ ÙË˜ ÛÊ·›-
Ú·˜ Î·È ˘0 = 40 m / s Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÚÔ‹˜ Ì·ÎÚÈ¿ ·fi
ÙË ÛÊ·›Ú·. N· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÔ‡Ó: (·) Ë Ù·¯‡ÙËÙ· Î·È
(‚) Ë ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ÙÔ˘ ·¤Ú· ÌÚÔÛÙ¿ ·fi ÙË ÛÊ·›Ú·
Î·È ÛÂ ·fiÛÙ·ÛË 60 cm ·fi ÙÔ Î¤ÓÙÚÔ ÙË˜.

∞4-15 TÔ Â‰›Ô ˘ÎÓfiÙËÙ·˜ ÂÓfi˜ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜
‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË:

Ú = a / x

fiÔ˘ a Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚ¿ Î·È x � 0. H ı¤ÛË ÂÓfi˜ ÔÚÈ-
ÛÌ¤ÓÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Ì¤Û· ÛÙÔ Â‰›Ô
ÚÔ‹˜ ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙÈ˜ ¯ˆÚÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜:

x = x0 [1 + ln(bt + 1)],  y = y0 Î·È  z = z 0

fiÔ˘ x0 , y0 Î·È z 0 Â›Ó·È ÔÈ ˘ÏÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜
ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ Î·È b ÛÙ·ıÂÚ¿. N· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÔ‡Ó:
(·) Ë Ù·¯‡ÙËÙ·, (‚) Ë ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË Î·È (Á) Ô Ú˘ıÌfi˜
ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ ÙË˜ ˘ÎÓfiÙËÙ·˜ ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ÙË ¯ÚÔ-
ÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t = 1 / b.

∞4-16 TÔ Â‰›Ô Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÛÙËÓ ÂÚÈÔ¯‹ ÂÓfi˜ ÛË-
ÌÂ›Ô˘ ËÚÂÌ›·˜ ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË:

˘ = (˘ 0 / �) x i – (˘ 0 / �)yj

fiÔ˘ ˘ 0 Â›Ó·È Ë Ù·¯‡ÙËÙ· Ì·ÎÚÈ¿ ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô
ËÚÂÌ›·˜ Î·È � ÛÙ·ıÂÚ¿.

·. N· ·Ô‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ ÙÔ ¿Ó˘ÛÌ· a ÙË˜ ÂÈÙ¿¯˘Ó-
ÛË˜ Â›Ó·È Î·ı·Ú¿ ·ÎÙÈÓÈÎfi.

‚. N· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ˘ 0, ·Ó Ë ÂÈÙ¿¯˘Ó-
ÛË ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô (x, y) = (�, �), fiÔ˘
� = 0,5 m, Â›Ó·È ›ÛË ÌÂ 10 m / s2.

∞4-17 TÔ Â‰›Ô Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÌÈ·˜ ÚÔ‹˜ ‰›ÓÂÙ·È ·fi
ÙËÓ ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË:

˘ = (3z – x 2)i + yt 2j + xz 2 k (m / s)

fiÔ˘ ÔÈ ¯ˆÚÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ x, y Î·È z Â›Ó·È ÛÂ
Ì¤ÙÚ· Î·È Ô ¯ÚfiÓÔ˜ t ÛÂ sec. N· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÔ‡Ó ÔÈ
Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ax, ay Î·È az ÙÔ˘ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ a ÙË˜ ÔÏÈÎ‹˜
ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË˜ ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ÙÔ ÔÔ›Ô ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹
ÛÙÈÁÌ‹ t = 2 s ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô (1, 1, 1).

∞4-18 ΔÔ Â‰›Ô Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÌÈ·˜ ÚÔ‹˜ ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÙ·È
·fi ÙËÓ ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË: 

˘ = ˘0(xi - yj)/a

fiÔ˘ a Î·È ˘0 Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚ¤˜. 

·.  ™Â ÔÈ¿ ı¤ÛË ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘
ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Â›Ó·È ›ÛË ÌÂ ˘0;

‚.  ¡· Û¯Â‰È·ÛÙÔ‡Ó ÌÂÚÈÎ¿ ·ÓÙÈÚÔÛˆÂ˘ÙÈÎ¿ ·Ó‡-
ÛÌ·Ù· ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÛÙÔ ÚÒÙÔ ÙÂ-
Ù·ÚÙËÌfiÚÈÔ ÙÔ˘ ÂÈ¤‰Ô˘ xy. 

∞4-19 Δ· ·Ó‡ÛÌ·Ù· ı¤ÛË˜ ÂÓfi˜ ÎÈÓÔ‡ÌÂÓÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ-
‰›Ô˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ‰›ÓÔÓÙ·È ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË: 

R = acos(ˆt)i + bsin(ˆt)j

fiÔ˘ a Î·È b Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚ¤˜ (a > b). ∑ËÙÔ‡ÓÙ·È:
·. ¡· Û¯Â‰È·ÛÙÂ› Ë ÙÚÔ¯È¿ ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ÛÙÔ

Î·ÚÙÂÛÈ·Ófi Â›Â‰Ô xy.
‚. ∏ Ù·¯‡ÙËÙ· Î·È Ë ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ˆ˜

Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙÔ˘ ¯ÚfiÓÔ˘.
Á.  ¡· Î·ıÔÚÈÛÙÔ‡Ó Ù· ÛËÌÂ›· ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ ÛÙ·

ÔÔ›· Ë Ù·¯‡ÙËÙ· Î·È Ë ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ-
‰›Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÙË Ì¤ÁÈÛÙË ÙÈÌ‹.

∞4-20 H Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡
Î·Ù¿ ÙËÓ Ù˘Ú‚Ò‰Ë ÚÔ‹ ÛÂ Ì·ÎÚ‡ ·ÁˆÁfi Î˘ÎÏÈÎ‹˜
‰È·ÙÔÌ‹˜, ·ÎÙ›Ó·˜ R, ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË:

fiÔ˘ ˘ 0 = 6 m / s Â›Ó·È Ë Ì¤ÁÈÛÙË Ù·¯‡ÙËÙ· ÚÔ‹˜ Î·È
r Ë ·fiÛÙ·ÛË ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· ÙÔ˘ ·ÁˆÁÔ‡. N· ˘ÔÏÔ-
ÁÈÛÙÂ› Ë Ì¤ÛË Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÛÙÔÓ ·ÁˆÁfi.

∞4-21 TÔ Â‰›Ô Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÌÈ·˜ ÚÔ‹˜ ‰›ÓÂÙ·È ·fi
ÙËÓ ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË:

˘ = ai + bxj  (m / s)

fiÔ˘ a = 4 m / s Î·È b = 1 s – 1. N· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÔ‡Ó:

·. H Û˘ÓÈÛÙÒÛ· ÙÔ˘ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ ˘ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÙÔ˘
ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô (2, 2) ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ Î·Ù¿
ÙË ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË s Ë ÔÔ›· Û¯ËÌ·Ù›˙ÂÈ ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ·
x ÁˆÓ›· ı = – 30Æ.

‚. O Ú˘ıÌfi˜ ÚÔ‹˜ fiÁÎÔ˘ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ‰È·Ì¤ÛÔ˘ ÙË˜
Â›Â‰Ë˜ ÂÈÊ¿ÓÂÈ·˜ Ë ÔÔ›· Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔ Â›Â‰Ô
xy Î·Ù¿ Ì‹ÎÔ˜ ÙË˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜ Ô˘ Û˘Ó‰¤ÂÈ Ù·
ÛËÌÂ›· (1, 0) Î·È (2, 2) Î·È ÂÎÙÂ›ÓÂÙ·È Ì¤¯ÚÈ
‚¿ıÔ˜ z 0 = 1 m.

∞4-22 NÂÚfi Ú¤ÂÈ ÌÂÙ·Í‡ ‰‡Ô ÔÚÈ˙fiÓÙÈˆÓ Ï·ÎÒÓ
ÔÈ ÔÔ›Â˜ ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È ÛÂ ·fiÛÙ·ÛË 2b. °È· ÌfiÓÈÌË
ÛÙÚˆÙ‹ ÚÔ‹, Ë Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ‰›ÓÂÙ·È
·fi ÙËÓ ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË:

˘ = ˘ 0[1 – (y / b)2] i

fiÔ˘ ˘ 0 Â›Ó·È Ë Ì¤ÁÈÛÙË Ù·¯‡ÙËÙ· Î·È y Ë ·fiÛÙ·ÛË
·fi ÙÔ Ì¤ÛÔ ÙË˜ ·fiÛÙ·ÛË˜ ÙˆÓ ‰‡Ô Ï·ÎÒÓ. N·
Â˘ÚÂıÂ› Ë Û¯¤ÛË Ô˘ Û˘Ó‰¤ÂÈ ÙË Ì¤ÛË Ù·¯‡ÙËÙ· ÌÂ ÙË
Ì¤ÁÈÛÙË Ù·¯‡ÙËÙ· ÚÔ‹˜.

A4-23 NÂÚfi ÂÎÚ¤ÂÈ ·fi ¤Ó·Ó ·ÁˆÁfi Î˘ÎÏÈÎ‹˜ ‰È·-
ÙÔÌ‹˜ ÌÂ Ù·¯‡ÙËÙ· Ë ÔÔ›· ÌÂÙ·‚¿ÏÏÂÙ·È ÁÚ·ÌÌÈÎ¿
ÌÂ ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË r ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· ÙÔ˘ ·ÁˆÁÔ‡. N·
Â˘ÚÂıÂ› Ë Û¯¤ÛË Ô˘ Û˘Ó‰¤ÂÈ ÙË Ì¤ÛË Ù·¯‡ÙËÙ· ÌÂ
ÙË Ì¤ÁÈÛÙË Ù·¯‡ÙËÙ· ÚÔ‹˜.

  ˘̆ = ˘0 1 – r
R

1/ 7
ii

  ˘̆ = ˘0 1 – R
x

3
ii
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∞4-24 TÔ Â‰›Ô Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÌÈ·˜ ÚÔ‹˜ ‰›ÓÂÙ·È ·fi
ÙËÓ ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË:

˘ = ay i + bk (m / s)

fiÔ˘ a = 1 s – 1 Î·È b = 1 m / s. N· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ë
ÔÁÎÔÌÂÙÚÈÎ‹ ·ÚÔ¯‹ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ‰È·Ì¤ÛÔ˘ ÙˆÓ
ÂÍ‹˜ Â›Â‰ˆÓ ÂÈÊ·ÓÂÈÒÓ:

·. TÚÈÁˆÓÈÎ‹˜ ÌÂ ÎÔÚ˘Ê¤˜ Ù· ÛËÌÂ›· A (2, 0, 0),
O(0, 0, 0) Î·È B(0, 1, 0).

‚. TÂÙÚ·ÁˆÓÈÎ‹˜ ÌÂ ÎÔÚ˘Ê¤˜ Ù· ÛËÌÂ›· O(0, 0, 0),
B(0, 1, 0), ° (0, 1, 1) Î·È ¢(0, 0, 1).

Á. OÚıÔÁˆÓÈÎ‹˜ ÌÂ ÎÔÚ˘Ê¤˜ Ù· ÛËÌÂ›· A(2, 0, 0),
O(0, 0, 0), ¢(0, 0, 1) Î·È E(2, 0, 1).

∞4-25 TÔ Â‰›Ô Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÌÈ·˜ ÚÔ‹˜ ‰›ÓÂÙ·È ·fi
ÙËÓ ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË:

˘ = ax 2 i – bxyj – cxzk (m / s)

fiÔ˘ a = 2 m – 1 s – 1, b = 1 m – 1 s – 1 Î·È c = 3 m – 1 s – 1.
N· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ô Ú˘ıÌfi˜ ÚÔ‹˜ fiÁÎÔ˘ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡
‰È·Ì¤ÛÔ˘ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ÌÂ ÎÔÚ˘Ê¤˜ Ù· ÛËÌÂ›·
A(1, 0, 0), B(0, 1, 0) Î·È °(0, 0, 1).

A4-26 ™Â ¤Ó· ÔÚÈ˙fiÓÙÈÔ Î·Ó¿ÏÈ ÔÚıÔÁˆÓÈÎ‹˜ ‰È·-
ÙÔÌ‹˜ Ï¿ÙÔ˘˜ 3 m, Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ÓÂÚÔ‡ ‰›ÓÂÙ·È
·fi ÙËÓ ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË:

˘ = 7,5h 1 / 2 i (m / s)

fiÔ˘ h Â›Ó·È Ë ·fiÛÙ·ÛË (ÛÂ m) ·fi ÙÔÓ ˘ıÌ¤Ó· ÙÔ˘
Î·Ó·ÏÈÔ‡. TÔ ‚¿ıÔ˜ ÙÔ˘ ÓÂÚÔ‡ ÛÙÔ Î·Ó¿ÏÈ Â›Ó·È 1 m.
N· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÔ‡Ó: (·) Ë Ì¤ÛË Ù·¯‡ÙËÙ· Î·È (‚) Ë
ÔÁÎÔÌÂÙÚÈÎ‹ ·ÚÔ¯‹ ÙÔ˘ ÓÂÚÔ‡ ÛÙÔ Î·Ó¿ÏÈ.

A4-27 ŒÓ· ÚÂ˘ÛÙfi ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÌÈ· Â›Â‰Ë ÙÂÙÚ·-
ÁˆÓÈÎ‹ ÂÈÊ¿ÓÂÈ·, ÏÂ˘Ú¿˜ 1 m, ÔÈ ÎÔÚ˘Ê¤˜ ÙË˜
ÔÔ›·˜ ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È ÛÙ· ÛËÌÂ›· O(0, 0, 0), A(0, 0, 1),
B (0, 1, 1) Î·È °(0, 1, 0). N· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ô Ú˘ıÌfi˜
ÚÔ‹˜ Ì¿˙·˜ ‰È·Ì¤ÛÔ˘ ÙË˜ ÂÈÊ¿ÓÂÈ·˜ OAB° fiÙ·Ó:

·. TÔ ÚÂ˘ÛÙfi ¤¯ÂÈ ˘ÎÓfiÙËÙ· Ú = 1,25 kg / m3 Î·È
Ù·¯‡ÙËÙ· ˘ = (6z 2 + 1) i m / s.

‚. TÔ ÚÂ˘ÛÙfi ¤¯ÂÈ ˘ÎÓfiÙËÙ· Ú = 30 – 0,12z kg / m3

Î·È Ù·¯‡ÙËÙ· ˘ = 1,25z i m / s.

A4-28 ŒÓ· ÚÂ˘ÛÙfi ÎÈÓÂ›Ù·È ÛÙÔÓ ¯ÒÚÔ ÌÂ ÛÙ·ıÂÚ‹
Ù·¯‡ÙËÙ· ˘0. H ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË ÚÔ‹˜ Û¯ËÌ·Ù›˙ÂÈ ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔ-
Ó· x ÁˆÓ›· 45Æ (‚Ï. ™¯‹Ì· A4-28). N· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÔ‡Ó:

·. O ·Ó¿ ÌÔÓ¿‰· ‚¿ıÔ˘˜ Ú˘ıÌfi˜ ÚÔ‹˜ fiÁÎÔ˘ ‰È·-
Ì¤ÛÔ˘ ÙË˜ ÂÈÊ¿ÓÂÈ·˜ AB°.

‚. O ·Ó¿ ÌÔÓ¿‰· ‚¿ıÔ˘˜ Ú˘ıÌfi˜ Î·ı·Ú‹˜ ÂÎÚÔ‹˜
fiÁÎÔ˘ ·fi ÙËÓ ÂÈÊ¿ÓÂÈ· OAB°O.

∞4-29 ŒÓ· ÈÍÒ‰Â˜ ÚÂ˘ÛÙfi ÙÔ ÔÔ›Ô ¤¯ÂÈ ˘ÎÓfiÙËÙ·
1,25 kg / m3 ÎÈÓÂ›Ù·È ÌÂÙ·Í‡ ‰‡Ô ·Î›ÓËÙˆÓ Ï·ÎÒÓ ÔÈ
ÔÔ›Â˜ ·ÔÎÏ›ÓÔ˘Ó Î·Ù¿ ÙË ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË ÙË˜ ÚÔ‹˜ (‚Ï.
™¯‹Ì· A4-29), ÌÂ Ù·¯‡ÙËÙ·:

˘ = (4 / r )e r (m / s),    ÁÈ· r � 0

N· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ô Ú˘ıÌfi˜ ÚÔ‹˜ Ì¿˙·˜ ·Ó¿ ÌÔÓ¿‰·
Ï¿ÙÔ˘˜ ‰È·Ì¤ÛÔ˘ ÙˆÓ ‰‡Ô ÂÈÎÔÓÈ˙fiÌÂÓˆÓ ÂÈÊ·ÓÂÈ-
ÒÓ (ÙË˜ Â›Â‰Ë˜ 1 Î·È ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜ 2), ·Ó Ë ÁˆÓ›·
ı =  / 24 rad.

∞4-30 ŒÓ· Û¯Â‰fiÓ ¿ÙÚÈ‚Ô ÚÂ˘ÛÙfi ÂÍ¤Ú¯ÂÙ·È ·fi
ÙÔÓ ˘ıÌ¤Ó· ÌÈ·˜ ÌÂÁ¿ÏË˜ ‰ÂÍ·ÌÂÓ‹˜ Ì¤Ûˆ ÌÈ·˜
Ô‹˜, ‰È·Ì¤ÙÚÔ˘ 1 cm, ÌÂ Ú˘ıÌfi 1800 cm3 / s. TÔ
ÚÂ˘ÛÙfi ıÂˆÚÂ›Ù·È fiÙÈ Ú¤ÂÈ ·ÎÙÈÓÈÎ¿ ÚÔ˜ ÙËÓ Ô‹
‰ÈÂÚ¯fiÌÂÓÔ ÌÂ ÙËÓ ›‰È· ·ÚÔ¯‹ fiÁÎÔ˘ ·fi Î¿ıÂ
‰È·ÙÔÌ‹. N· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ë ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ÌÂÙ·ÊÔÚ¿˜
ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÛÙ· ÛËÌÂ›· ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ Ô˘
·¤¯Ô˘Ó ·fi ÙËÓ Ô‹ 10, 20 Î·È 40 cm.

∞4-31 NÂÚfi ÂÈÛ¤Ú¯ÂÙ·È ÛÂ ·ÁˆÁfi Î˘ÎÏÈÎ‹˜ ‰È·ÙÔÌ‹˜,
‰È·Ì¤ÙÚÔ˘ 20 cm Î·È Ì‹ÎÔ˘˜ 60 cm, ÌÂ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË
Ù·¯‡ÙËÙ· 10 m / s. H ·Ú¿ÏÂ˘ÚË ÂÈÊ¿ÓÂÈ· ÙÔ˘
·ÁˆÁÔ‡ Â›Ó·È ‰È¿ÙÚËÙË Î·È ÙÔ ÓÂÚfi ÂÍ¤Ú¯ÂÙ·È ·fi
·˘Ù‹ ÌÂ Ù·¯‡ÙËÙ· Ë ÔÔ›· ÌÂÙ·‚¿ÏÏÂÙ·È ÁÚ·ÌÌÈÎ¿
·fi ÙËÓ ÙÈÌ‹ ÌË‰¤Ó (ÛÙË ı¤ÛË x = 0) Ì¤¯ÚÈ ÙËÓ ÙÈÌ‹
0,5 ˘ (ÛÙË ı¤ÛË x = 60 cm), fiÔ˘ ˘ Â›Ó·È Ë Ì¤ÛË
Ù·¯‡ÙËÙ· ÚÔ‹˜ ÛÙËÓ ¤ÍÔ‰Ô ÙÔ˘ ·ÁˆÁÔ‡. AÓ Ô
Ú˘ıÌfi˜ Î·ı·Ú‹˜ ÂÎÚÔ‹˜ Ì¿˙·˜ ·fi ÙÔÓ ·ÁˆÁfi
Â›Ó·È ÌË‰¤Ó, Ó· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ˘.

A4-32 ™ÙÔ ™¯‹Ì· A4-32 ÂÈÎÔÓ›˙ÂÙ·È ÌÈ· ‰ÂÍ·ÌÂÓ‹
ÓÂÚÔ‡ ÛÙËÓ ÔÔ›· Â›Ó·È ÚÔÛ·ÚÌÔÛÌ¤ÓÔ˜ ¤Ó·˜
·ÁˆÁfi˜ ÛÙ·ıÂÚ‹˜ Î˘ÎÏÈÎ‹˜ ‰È·ÙÔÌ‹˜. TÔ ÓÂÚfi ÂÎÚ¤ÂÈ
·fi ÙË ‰ÂÍ·ÌÂÓ‹ ÌÂ ÂÏÂÁ¯fiÌÂÓÔ Ú˘ıÌfi.
N· Î·ıÔÚÈÛÙÂ› ÙÔ Â›‰Ô˜ ÙË˜ ÚÔ‹˜ (ÌfiÓÈÌË ‹ ÌË
ÌfiÓÈÌË, ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË ‹ ·ÓÔÌÔÈfiÌÔÚÊË) ÛÙ· ÙÌ‹Ì·Ù·
A Î·È B ÙÔ˘ ·ÁˆÁÔ‡ ÛÙÈ˜ ÂÍ‹˜ ‰‡Ô ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜:
·. ŸÙ·Ó ÙÔ ÓÂÚfi ÂÎÚ¤ÂÈ ·fi ÙË ‰ÂÍ·ÌÂÓ‹ ÌÂ ÛÙ·ıÂÚfi

ÔÁÎÔÌÂÙÚÈÎfi Ú˘ıÌfi.
‚. ŸÙ·Ó Ô Ú˘ıÌfi˜ ÂÎÚÔ‹˜ fiÁÎÔ˘ ÙÔ˘ ÓÂÚÔ‡ ·˘Í¿-

ÓÂÙ·È ÌÂ ÙÔ ¯ÚfiÓÔ.
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A4-33 TÔ Â‰›Ô Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÂÓfi˜ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ ÂÚÈ-
ÁÚ¿ÊÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË,

˘ = 2j (m / s)

ÁÈ· ÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ· 0 � t � 10 s Î·È ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË,

˘ = 2i – 2j (m / s)

ÁÈ· ÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ· 10 � t � 20 s. N· ¯·Ú·¯ıÔ‡Ó:

·. OÈ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹
ÛÙÈÁÌ‹ t = 15 s.

‚. H ÙÚÔ¯È¿ ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÙÔ ÔÔ›Ô
¤Ú·ÛÂ ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô M(x 0, y0) ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜
ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t 0 = 0 s ÁÈ· ÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙË-
Ì· 0 � t � 15 s.

Á. H ÈÓÒ‰Ë˜ ÊÏ¤‚· ÙˆÓ ÛˆÌ·ÙÈ‰›ˆÓ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡
Ù· ÔÔ›· ¤Ú·Û·Ó ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô M(x 0 , y0) ÙÔ˘
Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ ÛÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ· 0 � t � 20 s.

A4-34 ™Â ¤Ó· Â‰›Ô ‰È‰È¿ÛÙ·ÙË˜ ÚÔ‹˜, ÁÈ· ÙËÓ
·Ó·ÁÓÒÚÈÛË ÂÓfi˜ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ-
Â›Ù·È ÙÔ ˘ÏÈÎfi ¿Ó˘ÛÌ· R0 ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘:

fiÔ˘ x, y Â›Ó·È ÔÈ ¯ˆÚÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙˆÓ
ÛËÌÂ›ˆÓ ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘, t Ô ¯ÚfiÓÔ˜ Î·È a ÛÙ·ıÂÚ¿. N·
Â˘ÚÂıÂ› Ë ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ÚÔ˚Î‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜ Ë ÔÔ›·
‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (x 0, y0) ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜.

∞4-35 TÔ Â‰›Ô Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÌÈ·˜ ÚÔ‹˜ ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÙ·È
·fi ÙËÓ ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË:

˘ = ay i – axj   (m / s)

fiÔ˘ ÔÈ x Î·È y Â›Ó·È ÛÂ m Î·È Ë ÛÙ·ıÂÚ¿ a = 2 s– 1.

·. N· ÂÍ·¯ıÂ› Ë ÁÂÓÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË ÙˆÓ ÚÔ˚ÎÒÓ ÁÚ·Ì-
ÌÒÓ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ Î·È Ó· ¯·Ú·¯ıÔ‡Ó ÌÂÚÈÎ¤˜
ÛÙÔ Î·ÚÙÂÛÈ·Ófi Â›Â‰Ô xy.

‚. N· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ë Ù·¯‡ÙËÙ· Î·È Ë ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË
ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô (3, 4).

∞4-36 TÔ Â‰›Ô Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÌÈ·˜ ÚÔ‹˜ ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÙ·È
·fi ÙËÓ ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË:

˘ = (x 2 – y 2) i – 2xyj

N· ÂÍ·¯ıÂ› Ë ÁÂÓÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË ÙˆÓ ÚÔ˚ÎÒÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ

ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ Î·È Ó· Û¯Â‰È·ÛÙÔ‡Ó ÌÂÚÈÎ¤˜ ÛÙÔ
Î·ÚÙÂÛÈ·Ófi Â›Â‰Ô xy.

∞4-37 TÔ Â‰›Ô Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÌÈ·˜ ÚÔ‹˜ ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÙ·È
·fi ÙËÓ ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË:

˘ = ax i – by j

fiÔ˘ a Î·È b Â›Ó·È ıÂÙÈÎ¤˜ ÛÙ·ıÂÚ¤˜. ZËÙÔ‡ÓÙ·È:

·. H ÂÍ›ÛˆÛË ÙˆÓ ÚÔ˚ÎÒÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜.
‚. N· Û¯Â‰È·ÛÙÔ‡Ó ÌÂÚÈÎ¤˜ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÛÙÔ

ÚÒÙÔ ÙÂÙ·ÚÙËÌfiÚÈÔ ÙÔ˘ Î·ÚÙÂÛÈ·ÓÔ‡ ÂÈ¤‰Ô˘
xy fiÙ·Ó ÔÈ ÛÙ·ıÂÚ¤˜ a Î·È b Â›Ó·È ›ÛÂ˜.

Á. H ÂÍ›ÛˆÛË Î·È Ë ÎÏ›ÛË ÙË˜ ÚÔ˚Î‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜ Ô˘
‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (2, 2) ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜.

∞4-38 ™Â ¤Ó· ‰È‰È¿ÛÙ·ÙÔ Â‰›Ô ÚÔ‹˜, ÔÈ ı¤ÛÂÈ˜ ÙˆÓ
ÛˆÌ·ÙÈ‰›ˆÓ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ‰›ÓÔÓÙ·È ·fi ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜:

x = c1 exp(at)  Î·È  y = c2exp(– bt)

fiÔ˘ Ù· ÌÂÁ¤ıË a, b, c1 Î·È c2 Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚ¤˜. N· Â˘ÚÂ-
ıÂ› Ë ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ÙÚÔ¯È¿˜ ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ÙÔ˘ ÚÂ˘-
ÛÙÔ‡ Ô˘ ¤¯ÂÈ ˘ÏÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ (x0, y0) = (1, 2).

∞4-39 ¢›ÓÂÙ·È ÙÔ ˘ÏÈÎfi ¿Ó˘ÛÌ· ÂÓfi˜ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘:

R0 = x(1 + at)1/2 i + y (1 + at)j,

fiÔ˘ a Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚ¿.
N· Â˘ÚÂıÂ› Ë ÂÍ›ÛˆÛË (·) ÙÔ˘ ¯ˆÚÈÎÔ‡ ·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜
ı¤ÛË˜, (‚) ÙˆÓ ÚÔ˚ÎÒÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ, (Á) ÙˆÓ ÙÚÔ¯ÈÒÓ
Î·È (‰) ÙˆÓ ÈÓˆ‰ÒÓ ÊÏÂ‚ÒÓ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜.

∞4-40 TÔ Â‰›Ô Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÌÈ·˜ ÚÔ‹˜ ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÙ·È
·fi ÙËÓ ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË:

˘ = xe – m i + yj

fiÔ˘ m Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚ¿. ZËÙÔ‡ÓÙ·È:

·. H ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ÚÔ˚Î‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜ Ô˘ ‰È¤Ú¯ÂÙ·È
·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (x0, y0).

‚. H ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ÙÚÔ¯È¿˜ ÙÔ˘ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ÙÔ˘ ÚÂ˘-
ÛÙÔ‡ ÙÔ ÔÔ›Ô ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t 0 = 0 ‰È¤Ú¯Â-
Ù·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (x0, y0).

Á. H ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ÈÓÒ‰Ô˘˜ ÊÏ¤‚·˜ ÙˆÓ ÛˆÌ·ÙÈ‰›ˆÓ ÙÔ˘
ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Ù· ÔÔ›· ‰È¤Ú¯ÔÓÙ·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (a, b).

∞4-41 TÔ Â‰›Ô Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÌÈ·˜ ÚÔ‹˜ ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÙ·È
·fi ÙËÓ ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË:

N· Â˘ÚÂıÂ› Ë ÂÍ›ÛˆÛË Î·È Ó· Û¯Â‰È·ÛÙÂ› (·) Ë ÚÔ˚Î‹
ÁÚ·ÌÌ‹, (‚) Ë ÙÚÔ¯È¿ Î·È (Á) ÈÓÒ‰Ë˜ ÊÏ¤‚· Ô˘ ‰È¤Ú-
¯ÔÓÙ·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (x 0, y0) ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ ÙË
¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t = 0 .

∞4-42 TÔ Â‰›Ô Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÌÈ·˜ ÚÔ‹˜ ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÙ·È
·fi ÙËÓ ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË:

˘ = ab exp(at)e r + abr exp(at)eı

fiÔ˘ Ù· ÌÂÁ¤ıË a Î·È b Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚ¤˜. N· Â˘ÚÂıÂ› Ë
ÂÍ›ÛˆÛË (·) ÙË˜ ÚÔ˚Î‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜, (‚) ÙË˜ ÙÚÔ¯È¿˜
Î·È (Á) ÙË˜ ÈÓÒ‰Ô˘˜ ÊÏ¤‚·˜ Ô˘ ‰È¤Ú¯ÔÓÙ·È ·fi
ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (r1, ı1) ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜.

  ˘̆ = x
1 + t

ii +
y

1 + 2t
jj

  RR 0 = x(1 – at) ii +
y

(1 – at)
jj
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∞4-43 ΔÔ Â‰›Ô Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÌÈ·˜ ÚÔ‹˜ ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÙ·È
·fi ÙËÓ ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË: 

˘ = x(x + 1)(y - 1)i + xj

·. ¡· Û¯Â‰È·ÛÙÂ› Ë ÚÔ˚Î‹ ÁÚ·ÌÌ‹ Ô˘ ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi
ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (0, 0) ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜.

‚.  ¡· ÛËÌÂÈˆıÂ› (Î·È ·ÈÙÈÔÏÔÁËıÂ›) Ë ÊÔÚ¿ ÙË˜ Î›ÓË-
ÛË˜ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Î·Ù¿ Ì‹ÎÔ˜ ÙË˜ ÚÔ˚Î‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜. 

∞4-44 TÔ Â‰›Ô Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÌÈ·˜ ÚÔ‹˜ ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÙ·È
·fi ÙËÓ ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË:

˘ = x i + x (x – 1) (y +1) j

fiÔ˘ ÔÈ Ù·¯‡ÙËÙÂ˜ ˘x Î·È ˘y Â›Ó·È ÛÂ m / s Î·È ÔÈ
Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ x Î·È y ÛÂ Ì¤ÙÚ·. N· ¯·Ú·¯ıÔ‡Ó:
(·) Ë ÚÔ˚Î‹ ÁÚ·ÌÌ‹ Î·È (‚) Ë ÈÓÒ‰Ë˜ ÊÏ¤‚· Ô˘
‰È¤Ú¯ÔÓÙ·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (0, 0) ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜.

∞4-45 TÔ Â‰›Ô Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÌÈ·˜ ÚÔ‹˜ ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÙ·È
·fi ÙËÓ ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË:

˘ = ax i – ay j

fiÔ˘ Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ˘ Â›Ó·È ÛÂ m/s, ÔÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜
x Î·È y Â›Ó·È ÛÂ Ì¤ÙÚ· Î·È Ë ÛÙ·ıÂÚ¿ a = 1 s –1.
·. N· ·Ô‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ ÔÈ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ Â›Ó·È

ÔÚıÔÁÒÓÈÂ˜ ˘ÂÚ‚ÔÏ¤˜ (xy = c).
‚. N· Û¯Â‰È·ÛÙÔ‡Ó ÔÈ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ Ô˘ ·ÓÙÈ-

ÛÙÔÈ¯Ô‡Ó ÛÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙË˜ ÛÙ·ıÂÚ¿˜ c1 = 0, c 2 = 1
Î·È c 3 = 2 m2 ÁÈ· x � 0 Î·È y � 0.

Á. N· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ë Ù·¯‡ÙËÙ· Î·È Ë ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË
ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ÛÙ· ÛËÌÂ›· (1/ 2, 2), (1, 1) Î·È
(2, 1 / 2) Î·È Ó· ¯·Ú·¯ıÔ‡Ó Ù· ·Ó‡ÛÌ·Ù¿ ÙÔ˘˜
ÛÙÔ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ· ÙˆÓ ÚÔ˚ÎÒÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ.

∞4-46 ™Â ÌÈ· ÔÚÈ˙fiÓÙÈ·, ÌÔÓÔ‰È¿ÛÙ·ÙË ÚÔ‹ Î·Ù¿ ÙË
ıÂÙÈÎ‹ ÊÔÚ¿ ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· x, Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡
ÌÂÙ·‚¿ÏÏÂÙ·È ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ·fi ÌË‰¤Ó (ÛÙË ı¤ÛË y = 0)
ÛÂ 30 m/s (ÛÙË ı¤ÛË y0 = 1,25 m). ¡· Â˘ÚÂıÔ‡Ó:
·. ∏ ¤ÎÊÚ·ÛË ÙË˜ ÚÔ˚Î‹˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ ÙË˜ ÚÔ‹˜..
‚. ∏ y-Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË ¿Óˆ ·fi ÙËÓ ÔÔ›· Ë ÔÁÎÔÌÂÙÚÈ-

Î‹ ·ÚÔ¯‹ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Â›Ó·È ›ÛË ÌÂ ÙÔ ÌÈÛfi ÙË˜ ÔÏÈ-
Î‹˜ ·ÚÔ¯‹˜ fiÁÎÔ˘ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ÙÈÌÒÓ y = 0 Î·È y0. 

A4-47 TÔ Â‰›Ô Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÌÈ·˜ ÚÔ‹˜ ÂÚÈÁÚ¿ÊÂ-
Ù·È ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË,

˘ = 3i + 6j (m / s)

ÁÈ· ÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ· 0 � t � 20 s, Î·È ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË:

˘ = – 4i (m / s)

ÁÈ· ÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ· 20 � t � 40 s. N· ¯·Ú·¯ıÔ‡Ó:

·. OÈ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜ ÙÈ˜ ¯ÚÔÓÈ-
Î¤˜ ÛÙÈÁÌ¤˜ t = 10 s Î·È t = 30 s.

‚. OÈ ÙÚÔ¯È¤˜ ÙˆÓ ‰‡Ô ÛˆÌ·ÙÈ‰›ˆÓ Ù· ÔÔ›· ÂÚÓ¿ÓÂ
·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (0, 0) ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜, ÙÔ ÚÒÙÔ,
ÙË ÛÙÈÁÌ‹ t = 0 Î·È, ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ, ÙË ÛÙÈÁÌ‹ t = 20 s,
ÁÈ· ÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ· 0 � t � 30 s.,  

A4-48 TÔ Â‰›Ô Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÌÈ·˜ ·Û˘Ì›ÂÛÙË˜ ÚÔ‹˜
‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙËÓ ·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË:

fiÔ˘ a Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚ¿. N· Â˘ÚÂıÂ› Ë ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜
ÚÔ˚Î‹˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ Î·È Ó· Û¯Â‰È·ÛÙÔ‡Ó ÔÈ ÚÔ˚Î¤˜
ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜.

A4-49 H ÚÔ˚Î‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÌÈ·˜ ·Û˘Ì›ÂÛÙË˜ ÚÔ‹˜
‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË:

æ = 3x2 y – y3

fiÔ˘ Ë ÚÔ˚Î‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË Â›Ó·È ÛÂ m2 / s Î·È ÔÈ
Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ x Î·È y ÛÂ Ì¤ÙÚ·. 
·. N· Û¯Â‰È·ÛÙÔ‡Ó ÔÈ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ Ô˘ ‰È¤Ú¯Ô-

ÓÙ·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (0, 0) ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÚÔ‹˜.
‚. N· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ë ·Ó¿ ÌÔÓ¿‰· ‚¿ıÔ˘˜ ÔÁÎÔÌÂÙÚÈÎ‹

·ÚÔ¯‹ ÙÔ˘ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ ‰È·Ì¤ÛÔ˘ Â˘ıÂ›·˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜ Ë
ÔÔ›· ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi Ù· ÛËÌÂ›· A (x = 1m, y = 0)
Î·È B (x = 0, y = 1m).

∞4-50 ∏ Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹ ¤ÎÊÚ·ÛË ÙË˜ ÚÔ˚Î‹˜ Û˘Ó¿ÚÙË-
ÛË˜ ÌÈ·˜ ‰È‰È¿ÛÙ·ÙË˜, ·Û˘Ì›ÂÛÙË˜ ÚÔ‹˜ Â›Ó·È:

æ = (x - a)2 + (y - b)2

fiÔ˘ a Î·È b Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚ¤˜ (a > 0 Î·È b < 0). 
·. ¡· Û¯Â‰È·ÛÙÔ‡Ó ÌÂÚÈÎ¤˜ ÚÔ˚Î¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘

ÚÔ‹˜ ÛÙÔ Î·ÚÙÂÛÈ·Ófi Â›Â‰Ô xy. 
‚. ¡· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÔ‡Ó Ë Ù·¯‡ÙËÙ· Î·È Ë ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ÚÔ‹˜

ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô (x = 2a, y = 2b) Î·È Ó· Û¯Â‰È·ÛÙÔ‡Ó
Ù· ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯· ·Ó‡ÛÌ·Ù·.

  ˘̆ = –
ay

x 2 + y 2
ii + ax

x 2 + y 2
jj
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