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ΕΠΙΚΑΜΠΥΛΙΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ

Εισαγωγικά

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα ορίσουµε και ϑα αναπτύξουµε διεξοδικά την έννοια του

επικαµπύλιου ολοκληρώµατος. Θα παρουσιάσουµε τα δύο είδη επικαµπύλιων ο-

λοκληρωµάτων (α΄ και ϐ΄ είδους) και ϑα παρουσιάσουµε µερικές από τις εφαρµογές

τους στη Γεωµετρία και στη Φυσική. ΄Ετσι ϑα δείξουµε ότι το επικαµπύλιο ολο-

κλήρωµα α΄ είδους είναι µία γενίκευση του υπολογισµού του µήκους τόξου µιας

καµπύλης ενώ το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα ϐ΄ είδους συνδέεται µε τον υπολογισµό

του έργου µιας δύναµης κατά µήκος του τόξου µιας καµπύλης. Ορίζουµε επιπλέον

και το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα γ΄ είδους το οποίο χρησιµοποιείται εκτεταµένα

στην Φυσική. Ιδιαίτερη έµφαση ϑα δωθεί στο ϑεώρηµα Green ενώ ϑα γίνει εφαρ-

µογή του παραπάνω ϑεωρήµατος σε απλά συνεκτικούς και πολλαπλά συνεκτικούς

τόπους. Θα παρουσιαστούν εφαρµογές του παραπάνω ϑεωρήµατος στη Φυσική ενώ

ϑα αναπτυχθεί εκτεταµένα η περίπτωση εκείνη της ανεξαρτησίας του επικαµπύλιου

ολοκληρώµατος ϐ΄ είδους από την καµπύλη ολοκλήρωσης.

6.1 Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα α΄ είδους

Θεωρούµε µια καµπύλη c η οποία είναι οµαλή ή τµηµατικά οµαλή και προσανα-

τολισµένη και η οποία περιγράφεται από την παραµετρική παράσταση

r(t) = x(t)i+ y(t)j+ z(t)k, t ∈ [t1, t2]. (6.1)

΄Εστω τώρα ÂB είναι ένα τόξο της παραπάνω καµπύλης πάνω στο οποίο ϑεωρούµε

διαδοχικά τα σηµείαA0 ≡ A1, A2, · · · , An ≡ B (ϐλέπε σχήµα (6.1) ). Συµβολίζουµε

την παραπάνω διαµέριση του τόξου σε διαδοχικά τόξα ωςD1 και επίσης ονοµάζουµε
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Σχήµα 6.1: ∆ιαµέριση τόξου σε διαδοχικά τόξα και ορισµός επικαµπύλιου ολοκλη-

ϱώµατος α΄ είδους.

την ποσότητα ||D1|| µέτρο της διαµέρισης αυτής όπου

||D1|| = max |ÂkAk+1|, k = 0, 1, · · · , n− 1. (6.2)

Στην παραπάνω σχέση η ποσότητα |ÂkAk+1| = ∆sk είναι το µήκος του στοιχειώδους

τόξου ÂkAk+1. Θεωρούµε τώρα το τυχαίο σηµείο Pk(xk, yk, zk) του τόξου ÂkAk+1

και σχηµατίζουµε το άθροισµα

I1 =

n−1∑

k=0

f(xk, yk, zk)∆sk, (6.3)

όπου f(x, y, z) είναι µία συνάρτηση η οποία ορίζεται κατά µήκος του τόξου ÂB.

Το παραπάνω άθροισµα εξαρτάται τόσο από την διαµέριση του τόξου ÂB όσο και

από την εκλογή του σηµείου Pk. Θεωρούµε επιπλέον µία διαδοχική ακολουθία

διαµερίσεων {Dn} του τόξου ÂB η οποία έχει την ιδιότητα

lim
n→∞

||Dn|| = 0,

και έστω η ακολουθία των αντίστοιχων αθροισµάτων

I1, I2, · · · , In. (6.4)

∆ίνουµε τον παρακάτω ορισµό :

Ορισµός 1. Αν το όριο της ακολουθίας (6.4) υπάρχει όταν ||Dn|| → 0 και είναι

ανεξάρτητο από τον τρόπο διαµέρισης του τόξου και από την εκλογή του σηµείου Pk
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τότε το όριο αυτό ονοµάζεται επικαµπύλιο ολοκλήρωµα α΄ είδους της ϐαθµωτής συ-

νάρτησης f(x, y, z) κατά µήκος της καµπύλης c. Το ολοκλήρωµα αυτό συµβολίζεται

ως εξής

I = lim
||Dn||→0

n−1∑

k=0

f(xk, yk, zk)∆sk =

∫

c
f(x, y, z)ds. (6.5)

Ο υπολογισµός ενός επικαµπύλιου ολοκληρώµατος α΄ είδους από τον ορισµό του,

δηλαδή από τη σχέση (6.5), είναι στις περισσότερες περιπτώσεις αρκετά δύσκολος.

΄Οπως ϑα δείξουµε παρακάτω ο υπολογισµός του επικαµπύλιου ολοκληρώµατος

α΄ είδους ανάγεται στον υπολογισµό ενός απλού ολοκληρώµατος. ΄Ετσι, ο υπολο-

γισµός του γίνεται εφαρµόζοντας τις γνωστές µεθόδους υπολογισµού ενός απλού

ολοκληρώµατος.

6.2 Υπολογισµός επικαµπύλιου ολοκληρώµατος α΄ είδους

΄Εστω ότι η διανυσµατική παράσταση της καµπύλης c, κατά µήκος της οποίας

υπολογίζεται το ολοκλήρωµα, δίνεται στη ϕυσική της αναπαράσταση, δηλαδή

r(s) = x(s)i+ y(s)j+ z(s)k, s ∈ [0, l]. (6.6)

Εφόσον ο υπολογισµός του ολοκληρώµατος γίνεται κατά µήκος της παραπάνω καµ-

πύλης οι µεταβλητές x, y, z της συνάρτησης f(x, y, z) δεν είναι πλέον ανεξάρτητες

µεταξύ τους, αφού είναι συνάρτηση της ϕυσικής παραµέτρου s και το ολοκλήρωµα

(6.5) µπορεί να γραφεί

I =

∫ l

0
f(x(s), y(s), z(s))ds. (6.7)

Από την παραπάνω σχέση συµπεραίνουµε ότι ο υπολογισµός ενός επικαµπύλιου

ολοκληρώµατος α΄ είδους ανάγεται στον υπολογισµό ενός απλού ολοκληρώµατος.

΄Οπως ϑα δείξουµε όµως παρακάτω η γεωµετρική σηµασία των δύο ολοκληρωµάτων

(απλού και επικαµπύλιου α΄ είδους) είναι εν γένει διαφορετική.

Αν η καµπύλη δίνεται στην τυχαία αναπαράσταση της µορφής

r(t) = x(t)i+ y(t)j+ z(t)k, t ∈ [t1, t2],

και λαµβάνοντας υπόψη τη γνωστή σχέση

ds

dt
=

d

dt

∫ t

a

∣∣∣∣
dr

dt∗

∣∣∣∣dt∗ =
∣∣∣∣
dr

dt

∣∣∣∣ =
√
ẋ2(t) + ẏ2(t) + ż2(t), (6.8)

τότε το ολοκλήρωµα (6.7) ανάγεται στον υπολογισµό του παρακάτω απλού ολοκλη-

ϱώµατος

I =

∫ t2

t1

f (x(t), y(t), z(t))
√
ẋ2(t) + ẏ2(t) + ż2(t) dt. (6.9)
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Από τα παραπάνω συµπεραίνουµε ότι για να γίνει ο υπολογισµός ενός επικαµπύ-

λιου ολοκληρώµατος α΄ είδους πρέπει να είναι γνωστή η παραµετρική παράσταση

της καµπύλης κατά µήκος της οποίας υπολογίζεται το ολοκλήρωµα. Αυτό είναι συ-

νήθως το δυσκολότερο µέρος του προβλήµατος και πρέπει να ανατρέξει κανείς στο

1ο (ή και στο 2ο) κεφάλαιο όπου παρουσιάζονται οι τρόποι παραµετροποίησης µιας

καµπύλης. ΄Επειτα ο υπολογισµός του ολοκληρώµατος ανάγεται στον υπολογισµό

ενός απλού ολοκληρώµατος.

Υπόδειξη : Θα πρέπει να είναι κανείς προσεκτικός στον υπολογισµό ενός επικαµπύ-

λιου ολοκληρώµατος α΄ είδους. Τα όρια ολοκλήρωσης είναι εξαρτηµένα από την

παραµετροποίηση της καµπύλης. Αυτό σηµαίνει ότι η παραµετροποίηση επιλέγεται

µε τέτοιο τρόπο έτσι ώστε κατά τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος να εξασφαλίζεται

η ϑετικότητα του στοιχειώδους µήκους ds. Αυτό πρακτικά σηµαίνει ότι ϑα πρέπει,

αν τα όρια ολοκλήρωσης της παραµέτρου t είναι t ∈ [t1, t2], να εξασφαλίζεται η

ανισότητα t2 > t1.

Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα α΄ είδους κατά µήκος κλειστής καµπύλης

Μία ειδική περίπτωση των επικαµπύλιων ολοκληρωµάτων α΄ είδους είναι αυτή όπου

το αρχικό και το τελικό σηµείο του τόξου ολοκλήρωσης ταυτίζονται δηλαδή όταν η

ολοκλήρωση γίνεται κατά µήκος µιας κλειστής καµπύλης c. Στην περίπτωση αυτή

το ολοκλήρωµα συµβολίζεται ως εξής

I =

∮

c
f(x, y, z)ds. (6.10)

Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα α΄ είδους και µήκος τόξου

Το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα α΄ είδους συνδέεται µε το µήκος ενός τόξου καµπύλης.

΄Ετσι από τη σχέση (6.5) (ή τη σχέση (6.9) ) αν ϑέσουµε f(x, y, z) = 1 τότε το

επικαµπύλιο ολοκλήρωµα ισούται µε το µήκος του τόξου ÂB δηλαδή ϑα έχουµε

s =

∫

ÂB
ds =

∫ t2

t1

√
ẋ2(t) + ẏ2(t) + ż2(t) dt. (6.11)

Γεωµετρική ερµηνεία του επικαµπύλιου ολοκληρώµατος α΄ είδους

Παρότι υπολογιστικά, ένα επικαµπύλιο ολοκλήρωµα α΄ είδους ταυτίζεται µε ένα α-

πλό ολοκλήρωµα, η γεωµετρική τους σηµασία είναι διαφορετική. Είναι γνωστό ότι

αν ϑεωρήσουµε µία ϑετική συνάρτηση f(x) > 0, x ∈ [a, b] τότε το απλό ολοκλήρω-

µα I =

∫ b

x=a
f(x)dx ταυτίζεται µε τον εµβαδόν ενός τραπεζοειδούς όπως ϕαίνεται

στο σχήµα (6.2).

Θεωρούµε τώρα µία επίπεδη καµπύλη στο επίπεδο xy µε παραµετρική παρά-

σταση r(t) = x(t)i + y(t)i και έστω η ϑετική συνάρτηση z = f(x, y) (ϐλέπε σχήµα
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Σχήµα 6.2: Η γεωµετρική ερµηνεία του επικαµπύλιου ολοκληρώµατος α΄ είδους

και η σχέση του µε ένα απλό ολοκλήρωµα.

(6.2) ). Είναι προφανές ότι το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα α΄ είδους Ia =

∫

c
f(x, y)ds

αντιστοιχεί στο εµβαδόν της κυλινδρικής επιφάνειας που σχηµατίζεται από την καµ-

πύλη c και την καµπύλη c′ όπου

c′ : r′(t) = x(t)i+ y(t)i+ z(x(t), y(t))k

(η καµπύλη c είναι η ορθή προβολή της καµπύλης c′ στο επίπεδο xy).

Θα δείξουµε τώρα σε ποια περίπτωση ένα επικαµπύλιο ολοκλήρωµα α΄ είδους

ταυτίζεται µε ένα απλό ολοκλήρωµα. ΄Ετσι, αν ϑεωρήσουµε ότι το επικαµπύλιο

ολοκλήρωµα Ia =

∫

c
f(x, y)ds υπολογίζεται κατά µήκος της καµπύλης c η οποία

ϐρίσκεται πάνω στον άξονα xx′, τότε, και λαµβάνοντας υπόψη ότι ϑα είναι f(x, y =
c) = f(x) (όπου c µία σταθερά) και επιπλέον ότι ϑέτοντας x = t ϑα έχουµε ds =√
ẋ2(t) + ẏ2(t) + ż2(t) dt = dx τότε το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα γράφεται

Ia =

∫

c
f(x, y)ds =

∫
f(x)dx.

Από την παραπάνω σχέση είναι προφανές ότι, στην συγκεκριµένη περίπτωση, το

επικαµπύλιο ολοκλήρωµα α΄ είδους ταυτίζεται µε ένα απλό ολοκλήρωµα.

6.3 Ιδιότητες του επικαµπύλιου ολοκληρώµατος α΄ είδους

Αναφέρουµε παρακάτω, χωρίς απόδειξη, µερικές ϐασικές ιδιότητες των επικαµπύ-

λιων ολοκληρωµάτων α΄ είδους:
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1. Αν λ1, λ2, · · · , λn είναι σταθερές και οι συναρτήσεις f1, f2, · · · , fn είναι ολοκλη-

ϱώσιµες κατά µήκος του τόξου c τότε ισχύει η σχέση

∫

c

n∑

i=1

λifi(x, y, z)ds =
n∑

i=1

λi

∫

c
fi(x, y, z)ds. (6.12)

2. Αν το τόξο c είναι η ένωση των διαδοχικών τόξων c1, c2, · · · , cn και η συνάρτηση

f(x, y, z) είναι ολοκληρώσιµη κατά µήκος των τόξων αυτών, τότε ισχύει η σχέση

∫

c
f(x, y, z)ds =

n∑

i=1

∫

ci

f(x, y, z)ds. (6.13)

3. Αν ισχύει f(x, y, z) ≥ 0 και η συνάρτηση f(x, y, z) είναι ολοκληρώσιµη κατά

µήκος των τόξου c, τότε ισχύει η σχέση
∫

c
f(x, y, z)ds ≥ 0. (6.14)

4. Αν η συνάρτηση f(x, y, z) είναι ολοκληρώσιµη κατά µήκος του τόξου c, τότε και

η συνάρτηση |f(x, y, z)| είναι ολοκληρώσιµη κατά µήκος των τόξου c και ισχύει
∣∣∣∣
∫

c
f(x, y, z)ds

∣∣∣∣ ≤
∫

c
|f(x, y, z)| ds. (6.15)

5. Θεώρηµα µέσης τιµής. Αν η συνάρτηση f(x, y, z) είναι συνεχής και ολοκληρώ-

σιµη κατά µήκος των τόξου c και l είναι το µήκος του παραπάνω τόξου, τότε υπάρχει

ένα σηµείο P (xP , yP , zP ) του τόξου c τέτοιο ώστε να είναι

f(xP , yP , zP ) =
1

l

∫

c
f(x, y, z)ds, l =

∫

c
ds. (6.16)

6. Το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα α΄ είδους είναι ανεξάρτητο από τον προσανατολισµό

του τόξου ÂB της ολοκλήρωσης, δηλαδή ισχύει
∫

ÂB
f(x, y, z)ds =

∫

B̂A
f(x, y, z)ds. (6.17)

Απόδειξη: Θα αποδείξουµε την παραπάνω ιδιότητα χρησιµοποιώντας τον ορισµό

του ολοκληρώµατος από τη σχέση (6.5). ΄Ετσι ϑα έχουµε

Ĩ =

∫

B̂A
f(x, y, z)ds = lim

||Dn||→0

0∑

k=n−1

f(xk, yk, zk)∆̃sk

= lim
||Dn||→0

n−1∑

k=0

f(xk, yk, zk)∆sk =

∫

ÂB
f(x, y, z)ds. (6.18)
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Σχήµα 6.3: ∆ιαµέριση τόξου σε διαδοχικά τόξα και ορισµός επκαµπύλιου ολοκλη-

ϱώµατος ϐ΄ είδους.

όπου στην παραπάνω απόδειξη λάβαµε υπόψη την προφανή ισότητα ∆̃sk = |Âk+1Ak| =
|ÂkAk+1| = ∆sk.

7. Αν κατά µήκος του τόξου c είναι f(x, y, z) ≤ g(x, y, z) και οι συναρτήσεις f, g
είναι ολοκληρώσιµες κατά µήκος του παραπάνω τόξου, τότε ισχύει

∫

c
f(x, y, z)ds ≤

∫

c
g(x, y, z)ds. (6.19)

8. Η τιµή του επικαµπύλιου ολοκληρώµατος α΄ είδους είναι ανεξάρτητη από την πα-

ϱαµετρική παράσταση της καµπύλης κατά µήκος της οποίας ορίζεται το ολοκλήρωµα.

6.4 Ορισµός επικαµπύλιου ολοκληρώµατος ϐ΄ είδους

Θεωρούµε την οµαλή καµπύλη c και έστω ÂB ένα τόξο της καµπύλης αυτής (ϐλέπε

σχήµα (6.3) ). Η παραµετρική παράσταση της καµπύλης δίνεται από τη σχέση

r(t) = x(t)i+ y(t)j+ z(t)k, t ∈ [t1, t2]. (6.20)

Επιλέγουµε κατά µήκος του τόξου ÂB την τυχαία διαµέριση η οποία περιλαµβάνει

τα σηµεία A0 ≡ A1, A2, · · · , An ≡ B. Συµβολίζουµε την παραπάνω διαµέριση του

τόξου σε διαδοχικά τόξα ως D1 και επίσης ονοµάζουµε µέτρο της διαµέρισης αυτής

την ποσότητα ||D1|| όπου

||D1|| = max |ÂkAk+1|, k = 0, 1, · · · , n − 1. (6.21)



306 ΚΕΦ. 6: ΕΠΙΚΑΜΠΥΛΙΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ

Θεωρούµε επίσης τη διανυσµατική συνάρτηση F(x, y, z), η οποία ορίζεται κατά

µήκος της καµπύλης c και έχει τη µορφή

F(x, y, z) = P (x, y, z)i +Q(x, y, z)j +R(x, y, z)k. (6.22)

Κατασκευάζουµε το παρακάτω άθροισµα

I1 =

n−1∑

k=0

F(Mk)AkAk+1 =

n−1∑

k=0

F(Mk)∆rk,k+1 (6.23)

=

n−1∑

k=0

(
P (Mk)∆xk,k+1 +Q(Mk)∆yk,k+1 +R(Mk)∆zk,k+1

)
,

όπου έχουµε ϑεωρήσει ότι

∆rk,k+1 = ∆xk,k+1i+∆yk,k+1j+∆zk,k+1k, (6.24)

και ότι Mk(xk, yk, zk) είναι τυχαίο σηµείο του τόξου ÂkAk+1. Θεωρούµε τώρα

επιπλέον µία διαδοχική ακολουθία διαµερίσεων {Dn} του τόξου ÂB που να έχει

την ιδιότητα

lim
n→∞

||Dn|| = 0,

και έστω η ακολουθία των αντίστοιχων αθροισµάτων

I1, I2, · · · , In. (6.25)

∆ίνουµε τον παρακάτω ορισµό :

Ορισµός 2. Αν το όριο της ακολουθίας (6.25) υπάρχει όταν ||Dn|| → 0 και είναι ανε-

ξάρτητο από τον τρόπο διαµέρισης του τόξου και από την εκλογή του σηµείου Mk τότε

το όριο αυτό ονοµάζεται επικαµπύλιο ολοκλήρωµα ϐ΄ είδους της διανυσµατικής συ-

νάρτησης F(x, y, z) κατά µήκος της καµπύλης c. Το ολοκλήρωµα αυτό συµβολίζεται

ως εξής

I = lim
||Dn||→0

n−1∑

k=0

(
P (Mk)∆xk,k+1 +Q(Mk)∆yk,k+1 +R(Mk)∆zk,k+1

)

=

∫

ÂB
P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz. (6.26)

Το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα (6.26) ονοµάζεται και κυκλοφορία του διανυσµα-

τικού πεδίου F κατά µήκος του τόξου ÂB. Το παραπάνω ολοκλήρωµα, αν

λάβουµε υπόψη την παραµετρική παράσταση της καµπύλης η οποία δίνεται από

τη σχέση (6.20), µπορεί να γραφεί ως εξής:

I =

∫ t2

t1

[
P
(
x(t), y(t), z(t)

)
ẋ(t) +Q

(
x(t), y(t), z(t)

)
ẏ(t)

+ R
(
x(t), y(t), z(t)

)
ż(t)

]
dt, (6.27)
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ή πιο απλά

I =

∫ t2

t1

F(t) ·
(
dr

dt

)
dt =

∫ t2

t1

(
P (t)ẋ(t) +Q(t)ẏ(t) +R(t)ż(t)

)
dt. (6.28)

Συνεπώς, σύµφωνα µε την παραπάνω σχέση, ο υπολογισµός ενός επικαµπύλιου

ολοκληρώµατος ϐ΄ είδους ανάγεται στον υπολογισµό ενός απλού ολοκληρώµατος.

Το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα ϐ΄ είδους µπορεί να γραφεί και µε διαφορετικούς

τρόπους. ΄Ετσι από τη σχέση (6.26) και λαµβάνοντας υπόψη ότι

dr = dxi+ dyj+ dzk,

ϑα έχουµε

I =

∫

ÂB
P (x, y, z)dx +Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz =

∫

ÂB
F · dr. (6.29)

Επιπλέον ϑα έχουµε

I =

∫

ÂB
F · dr =

∫

ÂB
F ·
(
dr

ds

)
ds =

∫

ÂB
F · t ds, (6.30)

όπου t είναι το µοναδιαίο εφαπτόµενο διάνυσµα σε τυχαίο σηµείο το τόξου ÂB. Αν

η προσανατολισµένη καµπύλη c δίνεται στη ϕυσική της αναπαράσταση, δηλαδή

r(s) = x(s)i+ y(s)j+ z(s)k, s ∈ [0, l], (6.31)

όπου l είναι το µήκος του τόξου ÂB και επιπλέον λάβουµε υπόψη ότι

t = cos α̃i+ cos β̃j+ cos γ̃k,

όπου cos α̃, cos β̃, cos γ̃ είναι τα συνηµίτονα κατεύθυνσης του διανύσµατος t τότε

το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα ϐ΄ είδους λαµβάνει τη µορφή

I =

∫ s=l

s=0

(
P (x(s), y(s), z(s)) cos α̃+Q(x(s), y(s), z(s)) cos β̃

+ R(x(s), y(s), z(s)) cos γ̃
)
ds. (6.32)

Ο παραπάνω τύπος για τον υπολογισµό του επικαµπύλιου ολοκληρώµατος ϐ΄ είδους

δεν είναι ιδιαίτερα εύχρηστος. Συνήθως, για την επίλυση των ασκήσεων χρησιµο-

ποιείται µία από τις δύο εκδοχές της σχέσης (6.29).
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οπη

c'c
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D
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D

x
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Σχήµα 6.4: Θετική ϕορά διαγραφής καµπύλης που περιβάλλει έναν τόπο D. Στο

δεξιό σχήµα ο τόπος περιβάλλεται από τις καµπύλες c (εσωτερικά) και c′ (εξωτερικά).

Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα ϐ΄ είδους κατά µήκος κλειστής καµπύλης

΄Οπως στην περίπτωση του επικαµπύλιου ολοκληρώµατος α΄ είδους έτσι και στο ε-

πικαµπύλιο ολοκλήρωµα ϐ΄ είδους µία ειδική περίπτωση είναι αυτή όπου το αρχικό

και τελικό σηµείο του τόξου ολοκλήρωσης ταυτίζονται δηλαδή όταν η ολοκλήρωση

γίνεται κατά µήκος µιας κλειστής καµπύλης c. Στην περίπτωση αυτή το ολοκλή-

ϱωµα συµβολίζεται ως εξής

I =

∮

c
F · dr. (6.33)

Τα επικαµπύλια ολοκληρώµατα ϐ΄ είδους κατά µήκος µιας κλειστής καµπύλης,

αποτελούν µία σηµαντική κατηγορία ολοκληρωµάτων µε πολλές εφαρµογές κυρίως

στη Φυσική. Η τιµή του παραπάνω ολοκληρώµατος χαρακτηρίζει και το είδος του

διανυσµατικού πεδίου F. ΄Ετσι έχουµε τις δύο παρακάτω περιπτώσεισ:

1. I =

∮
F · dr = 0, Αστρόβιλο διανυσµατικό πεδίο F.

2. I =

∮
F · dr 6= 0, Στροβιλό διανυσµατικό πεδίο F.

Φορά διαγραφής επίπεδης καµπύλης

Σε µία επίπεδη καµπύλη c (χωρίς να περιορίσουµε τη γενικότητα ϑεωρούµε ότι

ϐρίσκεται πάνω στο επίπεδο xy) η οποία περιβάλλει έναν τόποD ορίζουµε ως ϑετική

ϕορά διαγραφής της καµπύλης εκείνη κατά την οποία ένας άνθρωπος ϐαδίζοντας

πάνω στην καµπύλη µε το κεφάλι προς την ϑετική κατεύθυνση του άξονα z αφήνει

τον τόπο προς τα αριστερά του (σχήµα (6.4) ). Με ανάλογο τρόπο ορίζεται η ϑετική

ϕορά διαγραφής επίπεδης καµπύλης η οποία ϐρίσκεται στο επίπεδο xz ή στο yz.
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Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα στο επίπεδο xy

Θεωρούµε στο επίπεδο xy το παρακάτω επικαµπύλιο ολοκλήρωµα

I =

∫

c
F · dr,

όπου F = P (x, y)i + Q(x, y)j και c η καµπύλη ολοκλήρωσης της οποίας η αλγε-

ϐρική παράσταση είναι y = y(x). Θεωρώντας τη µεταβλητή x ως παραµέτρο, το

επικαµπύλιο ολοκλήρωµα µπορεί να γραφεί

I =

∫

c:y(x)
P (x, y(x))dx+Q(x, y(x))dy

=

∫

c:y(x)

(
P (x, y(x)) +Q(x, y(x))

dy

dx

)
dx. (6.34)

Την παραπάνω έκφραση τη χρησιµοποιούµε συχνά για τον υπολογισµό ολοκληρω

µάτων στο επίπεδο xy. Είναι προφανές ότι το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα ϐ΄ εί-

δους υπολογιστικά ισοδυναµεί µε ένα απλό ολοκλήρωµα. Επιπλέον, η τιµή του

επικαµπύλιου ολοκληρώµατος ϐ΄ είδους

∫

c:y(x)
P (x, y(x))dx συµπίπτει µε αυτήν

του απλού ολοκληρώµατος

∫
P (x, y(x))dx αν και έχουν διαφορετική γεωµετρική

σηµασία. ΄Ετσι το ολοκλήρωµα

∫

c:y(x)
P (x, y(x))dx αποτελεί τµήµα ενός επικαµπύ-

λιου ολοκληρώµατος ϐ΄ είδους που υπολογίζεται κατά µήκος της καµπύλης c : y(x),

ενώ το ολοκλήρωµα

∫
P (x, y(x))dx είναι ένα απλό ολοκλήρωµα µε ολοκληρωτέα

συνάρτηση την P (x, y(x)) και όρια που καθορίζονται από τη συνάρτηση y(x).

Μπορούµε να γενικεύσουµε τα παραπάνω στην περίπτωση εκείνη όπου το διπλό

ολοκλήρωµα υπολογίζεται κατά µήκος τυχαίας καµπύλης στο χώρο και ϑεωρώντας

τη µεταβλητή x ως παράµετρο, δηλαδή ϑα είναι y = y(x) και z = z(x). Τότε ϑα

έχουµε

I =

∫

c
P (x, y(x), z(x))dx +Q(x, y(x), z(x))dy +R(x, y(x), z(x))dz (6.35)

=

∫

c

(
P (x, y(x), z(x)) +Q(x, y(x), z(x))

dy

dx
+R(x, y(x), z(x))

dz

dx

)
dx.

΄Εργο δύναµης και επικαµπύλιο ολοκλήρωµα ϐ΄ είδους

Μία ϐασική εφαρµογή του επικαµπύλιου ολοκληρώµατος ϐ΄ είδους στη Φυσική

είναι αυτή του υπολογισµού του έργου µιας δύναµης. ΄Ετσι, αν ϑεωρήσουµε ότι ένα

υλικό σηµείο κινείται στον χώρο, και κατά µήκος µιας καµπύλης c, µε την επίδραση
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της δύναµης F(x, y, z) τότε το έργο W που παράγει η παραπάνω δύναµη, όταν το

σώµα µετατοπίζεται κατά µήκος του τόξου ÂB (το οποίο είναι τµήµα της καµπύλης

c), υπολογίζεται από το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα

W =

∫

ÂB
F · dr. (6.36)

Σχέση επικαµπύλιου ολοκληρώµατος ϐ΄ είδους και απλού ολοκληρώµατος

΄Εστω το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα ϐ΄ είδους της µορφής

I =

∫

c
P (x, y)dx+Q(x, y)dy

όπου c το τόξο της καµπύλης µε παραµετρική παράσταση y = y(x) που ενώνει

τα σηµεία A(xA, yB) και B(xB , yB). Αν ϑεωρήσουµε τώρα ότι η x = x(y) είναι η

αντίστροφη της συνάρτησης y(x), τότε ϑα έχουµε

I =

∫

A−→B
P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

∫

A−→B
P (x, y)dx+

∫

A−→B
Q(x, y)dy

=

∫ xB

x=xA

P (x, y(x))dx +

∫ yB

y=yA

Q(x(y), y)dy

Από τον παραπάνω υπολογισµό είναι ϕανερό ότι ο υπολογισµός ενός επικαµπύλιου

ολοκληρώµατος ϐ΄ είδους ανάγεται στον υπολογισµό δύο απλών ολοκληρωµάτων

ως προς x και y αντίστοιχα εφόσον είναι δοσµένη η αλγεβρική µορφή του τόξου

ολοκλήρωσης (y(x) και x(y) επίσης). Επίσης από την παραπάνω απόδειξη συµπε-

ϱαίνουµε ότι είναι δυνατή και η αντίστροφη διαδικασία, δηλαδή η αναγωγή ενός

απλού ολοκληρώµατος σε επικαµπύλιο εφόσον δίνεται η παράσταση της καµπύλης

ολοκλήρωσης y(x) (ή/και x(y)). Η παραπάνω µεθοδολογία, όπως ϑα δείξουµε,

είναι χρήσιµη στην απόδειξη του ϑεωρήµατος Green αλλά είναι χρήσιµη και γενι-

κότερα για την ϐαθύτερη κατανόηση της έννοιας του επικαµπύλιου ολοκληρώµατος

ϐ΄ είδους.

6.5 Σχέση επικαµπύλιου ολοκληρώµατος α΄ και ϐ΄ είδους

Τα επικαµπύλια ολοκληρώµατα α΄ και ϐ΄ είδους αποτελούν εξ΄ ορισµού δύο διαφο-

ϱετικά είδη ολοκληρωµάτων. ΄Οπως δείξαµε η γεωµετρική σηµασία του επικαµ-

πύλιου ολοκληρώµατος α΄ είδους συνδέεται µε τον υπολογισµό του εµβαδού της

κυλινδρικής επιφάνειας που σχηµατίζεται από την καµπύλη ολοκλήρωσης c και

την καµπύλη c′ όπου

c′ : r′(t) = x(t)i+ y(t)i+ z(x(t), y(t))k.
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Από την άλλη µία από τις εφαρµογές του επικαµπύλιου ολοκληρώµατος ϐ΄ είδους,

είναι ότι αντιστοιχεί µε το έργο µιας δύναµης που µετακινεί το σηµείο εφαρµογής

της κατά µήκος της καµπύλης ολοκλήρωσης c. Παρότι τα δύο ολοκληρώµατα έχουν

εξ΄ ορισµού εγγενή διαφορά ο υπολογισµός τους ανάγεται, σε κάθε περίπτωση, στον

υπολογισµό ενός απλού ολοκληρώµατος.

Το παραπάνω συµπέρασµα προκύπτει αν συγκρίνουµε τον ορισµό του επικαµ-

πύλιου ολοκληρώµατος α΄ είδους, δηλαδή

Iα =

∫

ÂB
f(x, y, z)ds,

µε τον τύπο για το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα ϐ΄ είδους που προκύπτει από τη σχέση

(6.30), δηλαδή

Iβ =

∫

ÂB
(F · t) ds.

Επιπλέον έχουµε δείξει ότι ένα επικαµπύλιο ολοκλήρωµα α΄ είδους µπορεί να υπο-

λογιστεί κυρίως µε τους παρακάτω τρόπους

Iα =

∫ l

s=0
f(x(s), y(s), z(s))ds,

Iα =

∫ t2

t1

f (x(t), y(t), z(t))
√
ẋ2(t) + ẏ2(t) + ż2(t) dt,

ενώ το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα ϐ΄ είδους µπορεί να υπολογιστεί, αντίστοιχα ως

εξής

Iβ =

∫ s=l

s=0

[
P (x(s), y(s), z(s)) cos α̃+Q(x(s), y(s), z(s)) cos β̃

+ R(x(s), y(s), z(s)) cos γ̃
]
ds,

Iβ =

∫ t2

t1

[
P (t)ẋ(t) +Q(t)ẏ(t) +R(t)ż(t)

]
dt.

6.6 Ιδιότητες του επικαµπύλιου ολοκληρώµατος ϐ΄ είδους

Αναφέρουµε παρακάτω, χωρίς απόδειξη, µερικές ϐασικές ιδιότητες των επικαµπύ-

λιων ολοκληρωµάτων ϐ΄ είδους:
1. Αν λ1, λ2, · · · , λn είναι σταθερές και οι συναρτήσεις F1,F2, · · · ,Fn είναι ολο-

κληρώσιµες κατά µήκος του τόξου c τότε ισχύει η σχέση

∫

c

n∑

i=1

λiFi(x, y, z) · dr =
n∑

i=1

λi

∫

c
Fi(x, y, z) · dr. (6.37)
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2. Αν το τόξο c είναι η ένωση των διαδοχικών τόξων c1, c2, · · · , cn και η συνάρτηση

F είναι ολοκληρώσιµη κατά µήκος των τόξων αυτών, τότε ισχύει η σχέση

∫

c
F(x, y, z) · dr =

n∑

i=1

∫

ci

F(x, y, z) · dr. (6.38)

3. Το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα ϐ΄ είδους εξαρτάται από τον προσανατολισµό του

τόξου ÂB της ολοκλήρωσης, δηλαδή

∫

ÂB
F · dr = −

∫

B̂A
F · dr. (6.39)

Απόδειξη: Θα αποδείξουµε την παραπάνω ιδιότητα χρησιµοποιώντας τη σχέση (6.26).

΄Ετσι ϑα έχουµε

Ĩ =

∫

B̂A
F(x, y, z) · dr = lim

||∆n||→0

0∑

k=n−1

F(xk, yk, zk) ·∆rk+1,k

= − lim
||∆n||→0

0∑

k=n−1

F(xk, yk, zk) ·∆rk,k+1 (6.40)

= − lim
||∆n||→0

n−1∑

k=0

F(xk, yk, zk) ·∆rk,k+1

= −
∫

ÂB
F(x, y, z) · dr.

4. Το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα κατά µήκος ενός κλειστού τόξου ολοκλήρωσης

c = ÂBΓA είναι ανεξάρτητο της αφετηρίας ολοκλήρωσης, δηλαδή ισχύει

∮

c
F · dr =

∮

ÂBΓA
F · dr =

∮

B̂ΓAB
F · dr. (6.41)

5. Αν έχουµε δύο καµπύλες c1 και c2 µε ισοδύναµες παραµετρικές εξισώσεις τότε

ισχύει ∮

c1

F · dr = ±
∮

c2

F · dr, (6.42)

όπου το πρόσηµο + ισχύει όταν οι καµπύλες c1, c2 έχουν την ίδια ϕορά διαγραφής

και το − όταν έχουν αντίθετη ϕορά.
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πολλαπλα συνεκτικοs τοποs
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Σχήµα 6.5: Απλά συνεκτικός (αριστερά) και πολλαπλά συνεκτικός τόπος (δεξιά).

6.7 Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα γ΄ είδους

Μπορούµε να ορίσουµε και ένα τρίτο είδος επικαµπύλιου ολοκληρώµατος κατά

µήκος µιας καµπύλης c ως εξής

I =

∫

c
F× dr. (6.43)

Το παραπάνω ολοκλήρωµα µπορεί να γραφεί και µε τον ακόλουθο τρόπο

I =

∫

c

(
F× dr

ds

)
ds =

∫

c
(F× t) ds. (6.44)

Το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα γ΄ είδους είναι ένα διανυσµατικό µέγεθος και έχει

εκτεταµένες εφαρµογές στην Φυσική και ιδιαίτερα στην Ηλεκτροµαγνητική ϑεωρία.

6.8 Το ϑεώρηµα του Green

Το ϑεώρηµα του Green είναι ένα από τα σηµαντικότερα ϑεωρήµατα της ∆ιανυσµατι-

κής Ανάλυσης. Το ϑεώρηµα αυτό, το οποίο συνδέει ένα επικαµπύλιο ολοκλήρωµα

κατά µήκος µιας κλειστής καµπύλης µε ένα διπλό ολοκλήρωµα στο τόπο ο οποίος

περικλείεται από την παραπάνω κλειστή καµπύλη, έχει πολλές σηµαντικές εφαρ-

µογές στη Φυσική και επίσης το πλεονέκτηµα ότι η χρήση του, διευκολύνει την

επίλυση πολλών προβληµάτων. Πριν διατυπώσουµε και αποδείξουµε το παραπάνω

ϑεώρηµα πρέπει να εισάγουµε την έννοια του απλά και πολλαπλά συνεκτικού τό-

που οι οποίοι ορίζονται ως εξής:
Ορισµός 3. ΄Ενας επίπεδος τόποςD ονοµάζεται απλά συνεκτικός αν κάθε κλειστή

καµπύλη η οποία ανήκει στον τόπο D, µπορεί να συρρικνωθεί ώστε να γίνει σηµείο

χωρίς να εγκαταλείψει τον τόπο αυτόν. Αν ο τόπος D δεν είναι απλά συνεκτικός ονο-

µάζεται πολλαπλά συνεκτικός. Πολλαπλά συνεκτικός είναι για παράδειγµα ένας
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Σχήµα 6.6: Το ϑεώρηµα του Green σε απλά συνεκτικό τόπο.

τόπος ο οποίος περιέχει τρύπες (περιοχές για παράδειγµα όπου δεν ορίζεται ή απειρί-

Ϲεται η ολοκληρωτέα συνάρτηση). Παραδείγµατα απλά συνεκτικών και πολλαπλά

συνεκτικών τόπων ϕαίνονται στο σχήµα (6.5).

Παρακάτω ϑα διατυπώσουµε και ϑα αποδείξουµε το ϑεώρηµα του Green σε

απλά και πολλαπλά συνεκτικό τόπο καθώς επίσης και σε µη κανονικό τόπο.

6.8.1 Το ϑεώρηµα του Green σε απλά συνεκτικό τόπο

Θεώρηµα 1. ∆ίνεται ο απλά συνεκτικός τόπος D και οι συναρτήσεις P (x, y) και

Q(x, y) οι οποίες ορίζονται είναι συνεχείς και έχουν συνεχείς µερικές πρώτες πα-

ϱαγώγους
∂P

∂y
και

∂Q

∂x
στον τόπο D. Επίσης στον τόπο D ϑεωρούµε την οµαλή ή

τµηµατικά οµαλή κλειστή καµπύλη c η οποία περιβάλλει τον κανονικό τόπο D. Στην

περίπτωση αυτή ισχύει :

∮

c
Pdx+Qdy =

∫

D

∫ (
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy. (6.45)

Απόδειξη: Θεωρούµε τον τόπο D του σχήµατος (6.6) ο οποίος µπορεί να παραστα-

ϑεί ως εξής:

D = {(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, y1(x) ≤ y(x) ≤ y2(x)},

είτε ως:

D = {(x, y) ∈ R2 : c ≤ y ≤ d, x1(y) ≤ x(y) ≤ x2(y)}.
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Θα έχουµε τώρα:

∫

D

∫
∂P

∂y
dxdy =

∫ b

x=a

[∫ y2(x)

y=y1(x)

∂P

∂y
dy

]
dx

=

∫ b

a

[
P (x, y2(x))− P (x, y1(x))

]
dx

=

∫ b

a
P (x, y2(x))dx−

∫ b

a
P (x, y1(x))dx. (6.46)

Επειδή η συνάρτηση y1(x) παριστάνει το τόξο ÂCB και αντίστοιχα η συνάρτηση

y2(x) παριστάνει το τόξο ÂDB τα απλά ολοκληρώµατα της σχέσης (6.46) µπορούν

να γραφούν ως επικαµπύλια ολοκληρώµατα κατά µήκος των τόξων ÂCB και B̂DA
αντίστοιχα και άρα ϑα έχουµε:

∫

D

∫
∂P

∂y
dxdy = −

∫

B̂DA
P (x, y)dx−

∫

ÂCB
P (x, y)dx = −

∮

c
P (x, y)dx. (6.47)

Με ανάλογους υπολογισµούς τώρα ϑα έχουµε

∫

D

∫
∂Q

∂x
dxdy =

∫ d

y=c

[∫ x2(y)

x=x1(y)

∂Q

∂x
dx

]
dy

=

∫ d

c

[
Q(x2(y), y) −Q(x1(y), y)

]
dy

=

∫ d

c
Q(x2(y), y)dy −

∫ d

c
Q(x1(y), y)dy

=

∫ d

c
Q(x2(y), y)dy +

∫ c

d
Q(x1(y), y)dy

=

∫

ĈBD
Q(x, y)dy +

∫

D̂AC
Q(x, y)dy. (6.48)

Είναι όµως προφανές ότι

∫

ĈBD
Q(x, y)dy +

∫

D̂AC
Q(x, y)dy =

∮

c
Q(x, y)dy (6.49)

∆ηλαδή έχουµε ∫

D

∫
∂Q

∂x
dxdy =

∮

c
Q(x, y)dy. (6.50)

Αφαιρώντας κατά µέλη τις σχέσεις (6.47) και (6.50) λαµβάνουµε τελικά

∮

c
Pdx+Qdy =

∫

D

∫ (
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy. (6.51)
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Θεώρηµα του Green και εµβαδόν επίπεδης επιφάνειας

΄Οπως ϑα δείξουµε παρακάτω, µε τη ϐοήθεια του ϑεωρήµατος Green µπορούµε να

υπολογίσουµε το εµβαδόν µιας επίπεδης επιφάνειας. Συνήθως ϑεωρούµε ότι αυτή η

επιφάνεια ϐρίσκεται σε ένα από τα συντεταγµένα επίπεδα xy, xz ή yz αλλά µπορεί

να είναι οποιαδήποτε επίπεδη.

Θεώρηµα 2. Αν ϑεωρήσουµε ότι ο απλά συνεκτικός τόπος D είναι µία επίπεδη

επιφάνεια του επιπέδου xy η οποία περιβάλεται από την κλειστή καµπύλη c τότε

αποδεικνύεται ότι το εµβαδόν S της παραπάνω επιφάνειας δίνεται από τον τύπο

S =
1

2

∮

c
−ydx+ xdy.

Απόδειξη: Αν ϑεωρήσουµε το διανυσµατικό πεδίο

F(x, y) = P i+Qj = −yi+ xj, (6.52)

ορισµένο κατά µήκος της καµπύλης c η οποία περιβάλλει τον απλά συνεκτικό τόπο

D και εφαρµόσουµε το ϑεώρηµα του Green στον τόπο αυτό ϑα έχουµε
∫

D

∫ (
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy =

∮

c
Pdx+Qdy ⇒

∫

D

∫
(1− (−1)) dxdy =

∮

c
−ydx+ xdy ⇒ (6.53)

S =

∫

D

∫
dxdy =

1

2

∮

c
−ydx+ xdy.

Από την παραπάνω σχέση διαπιστώνουµε ότι ο υπολογισµός του εµβαδού µιας

επίπεδης επιφάνειας µπορεί να αναχθεί στον υπολογισµό ενός επικαµπύλιου ολο-

κληρώµατος ϐ΄ είδους.

Ο υπολογισµός του εµβαδού µιας επιφάνειας µπορεί να γίνει επίσης µε ένα

απλούστερο τρόπο αν επιλέξουµε για παράδειγµα το διανυσµατικό πεδίο να έχει

τη µορφή F(x, y) = P i = −yi ή τη µορφή F(x, y) = Qj = xj. Στις παραπάνω

περιπτώσεις προκύπτει άµµεσα από τη σχέση (6.53) ότι το εµβαδόν της επιφάνειας

ϑα δίνεται αντίστοιχα από τα ολοκληρώµατα S = −
∮

c
ydx και S =

∮

c
xdy.

Η παραπάνω µέθοδος µπορεί να γενικευτεί έτσι ώστε να συµπεριλάβει και

την περίπτωση υπολογισµού ενός διπλού ολοκληρώµατος το οποίο έχει τη µορφή

I =

∫

D

∫
f(x, y)dxdy. ΄Ετσι αν απαιτήσουµε οι συναρτήσεις P (x, y) και Q(x, y)

να ικανοποιούν τη διαφορική εξίσωση

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
= f(x, y) τότε ο υπολογισµός

του διπλού ολοκληρώµατος I ανάγεται στον υπολογισµό ενός επικαµπύλιου ολο-

κληρώµατος, αφού είναι

I =

∫

D

∫
f(x, y)dxdy =

∫

D

∫ (
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy =

∮

c
Pdx+Qdy,
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Σχήµα 6.7: Το ϑεώρηµα του Green σε µη κανονικό τόπο.

όπου c η καµπύλη η οποία περιβάλλει τον τόπο.

Το επόµενο ερώτηµα είναι αν µπορούµε να γενικεύσουµε την παραπάνω µέθοδο

έτσι ώστε να είναι δυνατός ο υπολογισµός εµβαδών µη επίπεδων επιφανειών. ΄Οπως

ϑα δείξουµε στο επόµενο κεφάλαιο, αυτό είναι δυνατόν να γίνει χρησιµοποιώντας

τη γενίκευση του ϑεωρήµατος του Green που είναι το ϑεώρηµα του Stokes.

6.8.2 Το ϑεώρηµα του Green σε µη κανονικό τόπο

Το ϑεώρηµα του Green µπορεί να επεκταθεί και σε τόπους οι οποίοι είναι µη κα-

νονικοί, όπως για παράδειγµα ο τόπος του σχήµατος (6.7). ΄Ετσι, µπορούµε να

διατυπώσουµε το παρακάτω ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 3. Το ϑεώρηµα του Green ισχύει και στην περίπτωση όπου ο τόπος ολο-

κλήρωσης είναι µη κανονικός.

Απόδειξη: Θα αποδείξουµε το παραπάνω ϑεώρηµα στο µη κανονικό τόπο του σχή-

µατος (6.7). Στην περίπτωση αυτή διαµερίζουµε τον τόπο D σε δύο κανονικούς

τόπους D1 και D2 µε τη ϐοήθεια της γραµµής AB και εφαρµόζουµε σε καθέναν

από αυτούς το ϑεώρηµα του Green. ΄Ετσι ϑα έχουµε διαδοχικά για τους τόπους D1

και D2

∫

ABCA
Pdx+Qdy =

∫

D1

∫ (
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy, (6.54)

∫

ADBA
Pdx+Qdy =

∫

D2

∫ (
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy. (6.55)
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Αν προσθέσουµε τα αριστερά µέλη των παραπάνω σχέσεων ϑα έχουµε

IL =

∫

ABCA
Pdx+Qdy +

∫

ADBA
Pdx+Qdy

=

∫

AB
Pdx+Qdy +

∫

BCA
Pdx (6.56)

+ Qdy +

∫

ADB
Pdx+Qdy +

∫

BA
Pdx+Qdy

=

∫

BCA
Pdx+Qdy +

∫

ADB
Pdx+Qdy =

∮

ADBCA
Pdx+Qdy,

όπου λάβαµε υπόψη ότι

∫

AB
Pdx+Qdy = −

∫

BA
Pdx+Qdy. (6.57)

Επιπλέον, προσθέτοντας τα δεξιά µέλη ϑα έχουµε

IR =

∫

D1

∫ (
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy +

∫

D2

∫ (
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy

=

∫

D

∫ (
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy. (6.58)

Συνολικά από τις σχέσεις (6.56) και (6.58) ϑα έχουµε τελικά

∮

ADBCA
Pdx+Qdy =

∫

D

∫ (
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy. (6.59)

6.8.3 Το ϑεώρηµα του Green σε πολλαπλά συνεκτικό τόπο

Η εφαρµογή του ϑεωρήµατος του Green στην περίπτωση των πολλαπλά συνεκτικών

τόπων είναι εξαιρετικής σηµασίας. Στην περίπτωση αυτή το ϑεώρηµα µπορεί να

διατυπωθεί ως εξής:
Θεώρηµα 4. ∆ίνεται ο πολλαπλά συνεκτικός τόπος D̄ ο οποίος περιβάλλεται από

την καµπύλη c2 και περιέχει µία τρύπα η οποία περιβάλλεται από την καµπύλη

c1 (σχήµα (6.8) ) και έστω D ο τόπος ο οποίος περικλείεται από τις δύο παραπάνω

καµπύλες. ΄Εστω επίσης οι συναρτήσεις P (x, y) και Q(x, y) οι οποίες ορίζονται είναι

συνεχείς και έχουν συνεχείς µερικές πρώτες παραγώγους
∂P

∂y
και

∂Q

∂x
στον τόπο D.

Τότε ισχύει

∫

D

∫ (
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy =

∮

c2

Pdx+Qdy +

∮

c1

Pdx+Qdy.

Απόδειξη: Θεωρούµε τον πολλαπλά συνεκτικό τόπο D̄ όπως ϕαίνεται στο σχήµα
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Σχήµα 6.8: Το ϑεώρηµα του Green σε πολλαπλά συνεκτικό τόπο.

(6.8). Ο τόπος D̄ περιέχει µία τρύπα η οποία περιβάλλεται από την οµαλή κλειστή

καµπύλη c1 και έστω c2 η οµαλή καµπύλη η οποία περιβάλλει τον τόπο D̄. Ο τύπος

του Green δεν ισχύει στον τόπο D̄ αλλά ισχύει στη λουρίδα η οποία περιβάλλεται

από τις καµπύλες c1 και c2, δηλαδή στον τόπο D. Φέρνουµε τώρα τις γραµµές AB
και DC και µε αυτό τον τρόπο χωρίζουµε τον τόπο D στους δύο απλά συνεκτικούς

τόπους D1 και D2. ΄Ετσι ϑα έχουµε

I =

∫

D

∫ (
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy

=

∫

D1

∫ (
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy +

∫

D2

∫ (
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy. (6.60)

Εφαρµόζουµε το ϑεώρηµα του Green στους τόπους D1 και D2 οπότε ϑα έχουµε

I1 =

∫

D1

∫ (
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy =

∮

AECDFBA
Pdx+Qdy

=

∫

AEC
Pdx+Qdy +

∫

CD
Pdx+Qdy (6.61)

+

∫

DFB
Pdx+Qdy +

∫

BA
Pdx+Qdy,

και

I2 =

∫

D2

∫ (
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy =

∮

ABGDCIA
Pdx+Qdy

=

∫

AB
Pdx+Qdy +

∫

BGD
Pdx+Qdy (6.62)

+

∫

DC
Pdx+Qdy +

∫

CIA
Pdx+Qdy.
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Σχήµα 6.9: Το ϑεώρηµα του Green σε πολλαπλά συνεκτικό τόπο ο οποίος περιέχει

περισσότερες από µία τρύπες.

Προσθέτοντας κατά µέλη τις δύο παραπάνω σχέσεις και λαµβάνοντας υπόψη τη

σχέση (6.60) ϑα έχουµε

I =

∫

D

∫ (
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy =

∮

AECIA
Pdx+Qdy +

∮

BGDFB
Pdx+Qdy

=

∮

c2

Pdx+Qdy +

∮

c1

Pdx+Qdy, (6.63)

Στη σχέση (6.63) οι καµπύλες διαγράφονται κατά την συµβατικά ϑετική ϕορά. Το

παραπάνω ϑεώρηµα µπορεί εύκολα να γενικευτεί στην περίπτωση όπου ο τόπος

περιέχει περισσότερες από µία τρύπες, όπως ϕαίνεται στο σχήµα (6.9), και να δια-

τυπωθεί ως εξής:
Θεώρηµα 5. ΄Εστω ο πολλαπλά συνεκτικός τόπο D̄ ο οποίος περιβάλλεται από την

καµπύλη c1 και περιέχει τις τρύπες 2, 3, . . . , n οι οποίες περιβάλλονται από τις κλει-

στές καµπύλες c2, c3, . . . , cn αντίστοιχα. Το ϑεώρηµα του Green εφαρµόζεται στον

υποτόπο D του D̄, ο οποίος δεν περιέχει τρύπες και ισχύει :

I =

∫

D

∫ (
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy (6.64)

=

∮

c1

Pdx+Qdy +

∮

c2

Pdx+Qdy + · · · +
∮

cn

Pdx+Qdy.

Μία ειδική περίπτωση:
∂Q

∂x
=
∂P

∂y

Μία σηµαντική εφαρµογή του ϑεωρήµατος Green, στην περίπτωση των πολλαπλά

συνεκτικών τόπων (που περιέχουν µία τρύπα), είναι η περίπτωση κατά την οποία

ισχύει η σχέση
∂Q

∂x
=
∂P

∂y
.
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Στην παραπάνω περίπτωση από τη σχέση (6.63) ϑα έχουµε

∮

c2

Pdx+Qdy = −
∮

c1

Pdx+Qdy =

∮

c̄1

Pdx+Qdy, (6.65)

όπου η καµπύλη c̄1 ταυτίζεται µε την c1 αλλά έχει αντίθετη ϕορά διαγραφής και

συνεπώς την ίδια µε την καµπύλη c2. Μπορούµε να διατυπώσουµε τώρα το σχετικό

ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 6. ΄Εστω ο διπλά συνεκτικός τόπος D ο οποίος περιέχει µία τρύπα και

έστω ότι στον παραπάνω τόπο ισχύει η σχέση
∂Q

∂x
=
∂P

∂y
. Στην περίπτωση αυτή η

τιµή του επικαµπύλιου ολοκληρώµατος κατά µήκος κλειστής καµπύλης που περιβάλ-

λει την τρύπα, είναι ίση µε την τιµή του επικαµπύλιου ολοκληρώµατος κατά µήκος

οποιασδήποτε κλειστής καµπύλης που περιβάλλει την ίδια τρύπα.

Το παραπάνω ϑεώρηµα διευκολύνει σηµαντικά υπολογισµούς επικαµπύλιων ο-

λοκληρωµάτων κατά µήκος πολύπλοκων καµπυλών οι οποίες περιβάλλουν µία ή

και περισσότερες τρύπες. Και αυτό γιατί επιτρέπει την ελευθερία επιλογής καµπύ-

λης για τον υπολογισµό του επικαµπύλιου ολοκληρώµατος.

Μπορούµε να συνοψίσουµε τις δυνατές εκείνες περιπτώσεις οι οποίες εµφανί-

Ϲονται στον υπολογισµό επικαµπύλιων ολοκληρωµάτων κατά µήκος κλειστών καµ-

πυλών ως εξής:
1. Αν ο τόπος ολοκλήρωσης D είναι απλά συνεκτικός τότε µπορούµε να εφαρµό-

σουµε απλά τον τύπο του Green.

2. Αν ο τόπος ολοκλήρωσης είναι πολλαπλά συνεκτικός (µε µία τρύπα) και

ισχύει
∂Q

∂x
=
∂P

∂y
τότε µπορούµε να υπολογίσουµε το Ϲητούµενο ολοκλήρωµα επι-

λέγοντας οποιαδήποτε κλειστή καµπύλη που περιβάλλει την τρύπα.

3. Αν ο τόπος ολοκλήρωσης είναι πολλαπλά συνεκτικός (µε µία τρύπα) και

ισχύει
∂Q

∂x
6= ∂P

∂y
τότε το ολοκλήρωµα πρέπει αναγκαστικά να υπολογιστεί κατά

µήκος της δοσµένης καµπύλης.

Το ϑεώρηµα 6 µπορεί να γενικευτεί και στην περίπτωση που ο τόπος D είναι

πολλαπλά συνεκτικός και περιέχει περισσότερες από µία τρύπες. Στην περίπτωση

αυτή το αντίστοιχο ϑεώρηµα, που είναι άµεση συνέπεια του ϑεωρήµατος 5, διατυ-

πώνεται ως εξής:
Θεώρηµα 7. ΄Εστω ο πολλαπλά συνεκτικός τόπος D ο οποίος περιέχει περισσότε-

ϱες από µία τρύπες και έστω ότι στον παραπάνω τόπο ισχύει η σχέση
∂Q

∂x
=

∂P

∂y
.

Στην περίπτωση αυτή η τιµή του επικαµπύλιου ολοκληρώµατος κατά µήκος κλειστής

καµπύλης που περιβάλλει τις τρύπες είναι ίση µε το άθροισµα των κλειστών επικαµ-

πύλιων ολοκληρωµάτων που περιβάλουν κάθε µία τρύπα.

Σύµφωνα µε το παραπάνω ϑεώρηµα και ϑεωρώντας την περίπτωση του σχήµατος
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(6.9) ϑα έχουµε την εξίσωση

∮

c1

Pdx+Qdy = −
∮

c2

Pdx+Qdy − · · · −
∮

cn

Pdx+Qdy

=

∮

c̄2

Pdx+Qdy + · · ·+
∮

c̄n

Pdx+Qdy. (6.66)

Το παραπάνω ϑεώρηµα έχει πολύ σηµαντικές εφαρµογές στη ϑεωρία της ολοκλή-

ϱωσης µιγαδικών συναρτήσεων στο µιγαδικό επίπεδο (ϑεώρηµα Cauchy).

6.9 Αστρόβιλο πεδίο και δυναµική συνάρτηση

Μία ιδιαίτερη εφαρµογή των επικαµπύλιων ολοκληρωµάτων ϐ΄ είδους είναι αυτή

όπου η τιµή που λαµβάνει το ολοκλήρωµα είναι ανεξάρτητη της καµπύλης ολο-

κλήρωσης και εξαρτάται µόνο από το αρχικό και τελικό σηµείο της ολοκλήρωσης.

Τέτοιες περιπτώσεις ολοκληρωµάτων εµφανίζονται συχνά σε προβλήµατα Φυσικής.

Θα µελετήσουµε αναλυτικά την παραπάνω περίπτωση ξεκινώντας µε την διατύπωση

του παρακάτω ϑεωρήµατος:
Θεώρηµα 8. Αν οι συναρτήσεις P (x, y) και Q(x, y) οι οποίες είναι συνεχείς και

έχουν συνεχείς µερικές παραγώγους
∂P

∂y
και

∂Q

∂x
, στον απλά συνεκτικό τόπο D τότε

οι παρακάτω τέσσερις συνθήκες είναι ισοδύναµες µεταξύ τους (αυτό σηµαίνει ότι αν

ισχύει η µια συνθήκη τότε ισχύουν και οι υπόλοιπες):

1. Το ολοκλήρωµα κατά µήκος µιας κλειστής καµπύλης c η οποία ανήκει στον

τόπο D είναι µηδέν, δηλαδή ισχύει :

∮

c
Pdx+Qdy = 0. (6.67)

2. ΄Εστω τα σηµεία A και B που ανήκουν στον τόπο D. Το ολοκλήρωµα

∫ B

A(c)
Pdx+Qdy, (6.68)

είναι ανεξάρτητο από την καµπύλη ολοκλήρωσης c που συνδέει τα σηµεία A και B.

3. Η παράσταση Pdx + Qdy είναι ολικό διαφορικό µιας µονότιµης συνάρτησης

U(x, y) η οποία ορίζεται στον D, δηλαδή ισχύει

dU = Pdx+Qdy.

4. Η συνθήκη
∂P

∂y
=
∂Q

∂x
, (6.69)


