MIA EIZAIFQIrH XTH TPAMMIKH AATEBPA Ekd00€I¢ oogia

Kegpdiowo 1

Ewoaywywxeg 'Evvolec

¥ auté 1o xepdiono Yo avageplolue ouvonTixd ot Paocixés €Vvoleg yia cUVORX
xou anewxovioec. Emniéov, Yo avageplolye otn yédodo tne enaywyhc, 1 onola
anotehel pla and Tig onuavtixég ueddoug anddellng Yewpnudtonv tne Ieaumixic
‘AhyeBpac xon twv Madnuoatixomy yevixdtepa.

1.1 XUOvoia

H évvoia tou ouvdlou eivon pior tpwtopy x| Yeuehmodne évvota otn Madnuotixn
emotAun. H dewpio twv ouvolov eodyeta and tov Georg Cantor (1845-1918)
nepl T0 1900 p.X. xou anoteel T Bdom ndve otny onola evoroieitan xot VeUeAw-
vetar 1) Modmuotuer) emotiun.

‘Eva oOvolo eivon o suAhoYT, Braxexptuévmy avtixetgévey. To avtixelyeva
autd Aéyovtar ototyeia tou ouvéhou. T xdde cOvoko undpyer uio caphc
nepty pagn ue Bdom tnv onola unogolye vo anogaviolue xatd ndéco éva SESOUEVO
otolyelo avixel 1) éyL oto chvoro autd. Ta nupandve ac@aheg dev anotehovY
évar podnuatixd oplowd tou cuvolou. H évvola tou cuvdlou, 6Twe auTH Tou
onuetov, etvon Yepehiaxtr, xou dev pmopel va avayldel oe anhobotepeg évvoteg. O
VY VWOTNS Tou evOlagépeTal Vo det Wiar alloyotixy €xdeon g Yewplog tov
oLVOAWY Vo TRETEL Vo avaTEEEEL OE EWBIXA OUYYpAUUOTAL.

To aOvola xar ta otoyela Toug cuvidwe ouyBoiilovta ye yedupata. Etot,
av A elvor éva 6Ovoho xou a éva ototyelo tou, Téte exPpdloudE TO YEYOVOS
autd pe 10 cuuBoliopd «a € Ay, o onolog dwPdletar «to a avrixel ato A». O
ovyfohiopds «y & Ay SBdleton «t0 y dev avixet oto Ay xou onpaivel 6Tt 0 Y
dev etvan otoryelo tov A. Enione, avagépoupe 6t éva otoryelo evoc cuvdlou A
noAkéc gopéc Aéyetan xon yéhog tou A.

‘Eva ohvoho xadopiletar and ta otowyeio Tou. Anhad),
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Optopog 1.1.1. Avo odvoda A, B Aéyovtar ioa av ka1 uévo av éxovr ta i
akpBaS oTolyela.

T vo teprypdoupe €va olvoho Ypdgoupe ta dlo dyxiotpa { } xou otov ydpo
HETOED AUTOV TEPLYEAPOUPE Ta OTOLYEld Tou avixouv oto clvoho. T rdpyouv
TEElC xUpleg TEéTOL Vo Teptypagel €va aUvolo.

(1) IMhpne avagopd dhwv twv ototyelwv tou. Kdtt tétoo pnopel va yiver
av 10 olvolo éyet hiya otoyeio. Tia napdderypa, ypdgoupe A = {1,2,3} xa
B = {A¥fva, Oeooahovixn}.

(17) Me avoypogy| apxeT®Y oTtotyelwy Tou cuvolou (byt anopaitnta GhwY),
€10l Wote va yiver caghc N Wt mou yapaxtneilel To oToLyEld ToU GUVO-
Aou. Ed® yenotpomotolvtal xat oL TEELS TEAEIES «...», TO AEYOUEVO ATOCIWOTNTIXA.
T napdderypa, ypdgoupe {1,2,3,...,n}, {1,2,3,...,n,...}, {2,4,6,...,2n} xa
{2,4,6,...,2n,...}, émou n eivar évac Yeuxde axépaoc.

(17i) Eotw S éva obvoho xa P o iiétnta. Téte o {z € S | 10 = éyer
v WidtnTar P} noplotd 1o oUvolo 6wV twy ototyeiny tou S mou éyouv tny
wiotnTa P.

IMapdderypa 1.1.2. Yta axdrovda olvoha, o onola Yewpolue Yvwotd, Yo
avogeptolue TOAES QOPEC OTY CUVEYELL:

N={0,1,2,...} = 10 oclvoho TV PuoIX®V apdudy

7 = 10 60UVOLO TV axepal®V aptiudy

Q = 10 alvoho TV PNTGV aprtudY

R = 10 60volo TV mpayUaTIX®V apliumy

C = 10 60voho TV wyadixwmy apriuny

Optopocg 1.1.3. To ovrodo mov dev éyer otoiyela Aéyetar xEVO kar oUUPoAL-

Letar e .

Optopog 1.1.4. Av A, B efvai 6vo oUvoda ka1 kdOe otoryeio tov A eivar atoryeio
tov B, tdte to A Aéyetar urochvoho tov B kat ypdgovue A C B. Av eminAéor
undpyer kdmoio otoweio tov B mov dev aviika oto A, tote to A Aéyetar yvijoio
vrooUrodo tov B ka1 ypdgovue A C B.

EdOxoha Brénovye 611 10 %evd alvoho elvar unochvolo xdide cuvoiou, VD
x&ie olvolo givar unosivolo tou eautol tou. Téhog, duo ohvoha A xor B eivor
foa oy xou uévo av A € B xat B C A.

IHopdderypa 1.1.5. Iapatnpolye 6t NCZ C Q C R C C.

IMapaderypa 1.1.6. 'Eyouue 6t

(1) {x € Z | 7o x elvar mohhamhdoto tou 2} efvar T0 6Uvoro TV apTivy oxe-
pafwv apriuoy.
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(i) {z € R| 222 —dz+1=0} = {1+ 21— ¥2}
(iii) {x € Q|22 =3} = 0.

Optopog 1.1.7. Kalolue évwon 6o ovvélwr A, B to glrodo mov éyer wg
otoyeia tov exelva ta ototyeia mov avijkovy ato A 1j to B, ka1 to ovuforilovpe
pe AU B.

Optopog 1.1.8. KadoUue Topr 6vo ovvddwr A, B to advodo tov éyel w¢ otor-
xe€la tov exelva ta otoyela tov avijkovr ka1 oto A kar oto B, ka1 to ovpfolilovue

pe AN B.

Ané touc opiopoic éneton 6t av A, B eivar 800 olvoha t6te A C AU B xou
B C AUB. Eniong, av I etvou éva oOvoro ue A CT'xon B C T', 161¢e AUB C T
Avéhoya, éyovpe ANB C Axat ANB C B, v vy xde oivoho A ye A C A
xaw A C B daetvar A C AN B. Av 8ev undpyouv 6oLyl TOU AVAXOLY XU 6TO
A xat 010 B, té1e AN B = ().

Ac Yewprooupe ovvoha Ay, Ag, ..., Ay, Téte, 1 évoon tov A, 1 € {1,2.. .,
v}, etvon 10 60voho pe otoryelo exelva to oTowyEla TOU AViXOUV OE éva TOUAG)L-
otov and ta A;, 1 <4 < v, xou ougBoliletar pe U;’Zl A hue AiUAU. .. UA,.
H topf; v A;, i € {1,2...,v}, eivar 10 oOvoho pe otoryeio exelva Tt oTol-
xeta mou avixouv oe dha T A;, 1 <4 < v, xan ovpgPolileton pe ﬂé’:l Aj f ue
AiNAsnN...NA,.

Avdhoya, av A eivon éva 6Ovolo cuvorwv, T6TE 10 60Voho Tou TepthayBdve
exelva oxpiBoe ta otolyeior Tou avixouy ot éva TouldytoTov and ta uéhn touv A
Ayetar évwon Twv oUVOwY mou avixouy oto A xon oupBohileton pe (Jycp A
Av A # 0, t6te 1 Topr TV ouvéwV Tou avixouy oto A elvar To Ghvolo mou
nepthapBdver exeiva axplBoc T otolyeiol Tou avixouyv oe dha Tor AN Tou A, xat

ouuBohileton pe (N ep A

Optopog 1.1.9. HSapopd evis ovvdlovY and éva avvodo X eivar to alvodo
Tov mepikapfdrea akpifa§ exelva ta otoyeia tov X mov dev avijkovr oto Y, kai
ovppodiletar pe X\Y. Av to Y elvar éva vrooivolo tov X tdre n dagopd tov
Y and to X Aéyerar cupnhfpwpa tov Y oto X kar ovpporiletar pe YC.

IMopdderypa 1.1.10. 'Eotw A 10 6Ovoho twv aptioy axcpaiwy. Tote Z\A =
{r €Z|x & A} elvon 10 GOVORO TV TEPITTOV AXEPAWY.

Optopog 1.1.11. To oUrodo ue otoiyeia ta vrooUvola evés ovvédov S Aéyetar
duvapoovolo tou S kar ovpporiletar pe P(S).

Mopdderypa 1.1.12. 'Eoto S = {1,2}. Téte P(S) = {0,{1,2}, {1}, {2}}.
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INpétaon 1.1.13. (H ddyefpa twv ovvilwr) Eotw S éva ovvolo ka1 A, B, T €
P(S). Tére wylovr ta e&ng:

AUA=A ANA=A

AUB=BUA ANB=BNA
(AUB)UT'=AuU(BUTI) (AnB)NT'=An(BNT)
AN(BUTl)=(ANnB)U(ANnT) Au(BNI)=(AuB)N(AUT)
AN(AuUB)=A AU(ANB)=A

AUup=A ANS=A

AuS =S5 ANP=190

AUA“=S ANA° =10

(AUB)¢ = A°N B¢ (ANB)¢ = A°U B¢

O1 tedevtates 6V0 1w0dtnTes Aéyovtar véuor tov De Morgan.

Anodedn. H anddelrn tne mpdtaong eivan dueor and toug oplopotc. Evoder-
xtixd, enaindedovye v teleutaia odtnta. Lo v Beloupe 6t (AN B)¢ =
AU B€ wpxel va dei€ovpe 61t (AN B)¢ C A°U B¢ xau A°U B¢ C (AN B)“.
Hpdypatt, av x € (AN B)° téte x € S xou & ¢ AN B xau dpa évar axpBode and
Ta axohouvda Loy et

(i) re Axnx ¢ B

(i) ¢ Axawxz € B

(tit) ¢ Axon x & B

Yy nepintwon (1) éyovpe b1z € B, otny nepintwon (i4) éyoupe é11 o € A
oty nepintwon (ii4) éyoupe 61z € A° N B Apa, o x&e nepintwor, €youye
x € A°U B¢ AciCape 61 (AN B)¢ C A°U B¢ "Eotww topa 61t © € A°U B
Téowe x € A°H o € B ovvenac v € Afx & B xaw dpa z € AN B, dmhadt
x € (AN B)-.

1. No enahndeutodv dheg ot wwotnteg ¢ Hpdtaong 1.1.13.

2. Av A eivar éva nenepacpévo ohvoho tote pe | A| oupBohiilouype to tAhdoc
TV oTotyelwy tou. No detytel 611 av A, B elvor nenepacyévo cUVoLa TOTE:

|AUB|=|A|+|B| - |AnB].
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3. 'Eotw S éva ohvoho xau A, B € P(S). Na detytel 61t AN B = av xou
wovo av A C B.

4. 'Eotw S éva olvoho xor A, B € P(S) pe A® xa B¢ nenepoaoyéva oivola.
Na Serytel 61t 1o oOvoho (AN B)¢ eivor eniorng nenepacpévo.

5. 'Eotww S éva odvoho xou X, Y € P(S). H ouppetpixn Stagopd tov ouvéiwy

X xou Y opiletan g
(X\Y) U (Y\X)

xan ouuPohileton ye X+Y. Na derytel 61t av A, B,T' € P(S), té1e
(i) A+B = B+A

(i) A+(BIT) = (A+B)4T

(iii) A+A=10.

(iv) AN (B4T) = (ANB)+(ANT)

6. Eotw 5,1 un-xevd olvola xat €otw 6Tt v xde @ € I pog diveton éva
olvoro A; pe A; € P(S). H topf twv cuvéhwv A;, i € I, ouyBohileta
e Nier Ai- H évwon twv cuvéhwv A;, i € I oupBoliletar pe | J;o; Ai- Na
detytel ot

(1) (Uiel Ai)c = mie[ A7
(i) (Mier Ai)c = Uier 47

1.2 Kopteoiwava ['ivoueva

‘Eotw A, B duo ohvoha. To olyfoho (a, ) ue a € A xar f € B héyetan drat-

TeETAYREVO LeVYOG YE TPWTN GUVIETAYUEVY TO (v XL DEVTERT GUVTETAYHUEVY)
10 B. Av (o, B) xou (¢, 5') elvan d0o Bdratetarypéva Ledyn, téte (o, B) = (o, F)
av o pévo av o = o xa = [

Optopog 1.2.1. To xapTeSIAVO YWOUEVO Twr ouilwr A ket B evar
t0 oUrodo e otoela ta dtetaypéva Levyn (o, f) pe o € A ka1 f € B, kai
ovpPoliletar pe A x B.

Mopdderypa 1.2.2. Av A = {1,2,3} xou B = {1,4}, t6te
o Ax B=1{(11),(1,4),(21),(2,4),(3,1),(3,4)}
o Bx A=1{(1,1),(1,2),(L3),(4,1),(4,2),(4,3)}
o AxA={(1,1),(1,2),(13),(21),(2.2),(23).(3,1),(3,2),(33)}
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e Bx B={(1,1),(1,4),(4,1), (4,4)}

H évvoia tou xapteoiavol yivouévou pmopel va yevixeudel yia mepiocdte-
pa and 000 olvoha. ‘Etol, av Ay, Ag,..., A, ebva olvola, t6te 0 olyPolo
(o, 00,...,0) pe o € A, 1 < i < v, héyetan drotetoryuévn v-8da Ye i-
ouvtetaypévn to oy yaxdde i = 1,2, ..., v. Av (o, aa,. .., 0q) xou (o], o, .. .,
o)) elvan dvo dratetaypévee v-ddec, téte (a, @, ..., an) = (&), ab, ..., al,) av
xat pévo av o = af yoo xde ¢ = 1,2, ..., v, dnhadh av xou pdvo av x&de ou-
vietaypévn tne v-8dac (aq, g, ..., ay) 1000ToL PE TNV avtioTolyn ouvTEToyUévn

e v-ddoc (o), aby, ..., al).

_ To xapteoiavé ywipevo twv ovvilwr Ay, Ag, ..., A, evar

t0 0Urodo ue otoiyeia Tis datetaypéves v-ddeg (an, g, ..., ap), onov a; € A;,
1 < i < v, ka1 ovpPodiletar pe Ay x Ay x ... x A,. Yrnv nepintwon mov
A=Ay = ... = A, = A, tite to Kapteowavé ywiuevo tov Ay, Ag, ..., Ay
oupPoliletar pe AY, onkadn Ap x A x ... x A, = A".

"Eto1, 10 ovoho A opiletan yio x8e Yetind axépato v. Oswpolpe b1t Al =
A. T moapdderypa, to oOvoho R? elvar 1o 6lvoro twv Stotetaypévey (euydy
rpaypatixdy @y, To otvoro R3 givar 10 00voho tov dlatetaypuévev Tprddny
Tpoypotixwy apriumy xat to obvoho RY elvar 10 6Ovoho twv dlatetayuévey V-
GBWV TEAYUATIXWY aptIUOV.

IHapatrenon Acv Yewprioaye oxOTWO Vo BOGOVUE €Vay aUGTNEO 0pLoUG TOU
xaptectavol yivogévou. O avayvootng mou evdlagépeton unopet vo ouySouheutel
ormotodfnote BiPAio tng Vewplog ouVORWY.

1. Eotw A = {1,2,3} xau B = {1,4}. Naurohoyicete 10 | (AXB)U(BxA)]|.
2. 'Eoww A, B,T', A oOvola. Na deiytel 6t

(1)) Ax B =10 avxou pévoav A=0+ B =10
(i) Av A# 0 xa B # 0 tote
() Ax B=DB x A av xot yévo av A =B

(B) ACT xu BC A avxopévo av Ax BCTI'x A
(tit) (AUB)xT'=(AxT)U(BxTI)
(v) (ANB)x (I'NnA)=(AxT)N(B xA)
(v) (A\B) x T = (A x T)\(B x T
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3. 'Eotww A, B 800 olvoha. Na deytel 61t A X B = {U,ca Ba = Upep 45,
6mov By = {a} x B xat Ag = A x {f}.

4. 'Botww I, J, S, T un-xevd ohvoha xat €éotew 6t yia xdie ¢ € I pag divetar éva
olvoho A; ue A; € P(S) xan yia xdde j € J éva obvoro Bj ye Bj € P(T).
Na derytet 611

<U Al> X U Bj = U Az X Bj
i€l jeJ (3,5)eIxJ

pided)

(ﬂA1>X ﬂBj = m AiXBj.
iel jeJ (4,5)eIxJ

1.3 Xycoeic Iooduvaulog

Optopog 1.3.1. Fotw A, B 6Vo olvoda. Mia Suuelfc ox€om arnd to A
oto B etvar éva vnootrodo R tov kapteoiavol ywopévov A x B. Ibaitepa, éva
vrootvolo R C A x A Aéyetar a dpuedns oxéon oto A. Av (z,y) € R, tdre
ourning ypdpovue vRy.

IMopdderypa 1.3.2. Eotw A éva alvolo.
(i) R={(z,y) € Ax A|x =y} eivar wa dwehic oyéon oo A.

(7)) R={(z,Y) € AxP(A) |z € Y} eivar wa drpehhc oyéon and 10 A oto
P(A).

(t1i) R={(X,Y) € P(A)xP(A) | X C Y} elvon wa drperfic oyéon oto P(A).

Optopog 1.3.3. Fotw A éva ovvodo kat R C A X A a diueknis oyéon oto
A. Tore

(i) HR Aéyetaravtontadhg 1j avaxhactixy av (z,x) € R ya kdde x € A.

(i1) H R Aéyetar cuppeTEWXA av éyea tny akélovdn iidtna: av (x,y) € R,
tdte (y,z) € R.

(13i) H R Aéyetar petafotiny av éyea tnr akérovin iidtnza: av (z,y) € R
ka (y,z) € R, tdte (z,2) € R.
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Mia derfic oyéon oto A, 1 onola eivor autonadic, cupueTeixf xat YetaBa-
) Myetu oy€on wooduvauiag oto A. T tic oyéoeic wooduvapiac yenot-
ponolotue cuvilwe 1o aluBolro ~. 'Etol, av R elvar yia oyéon iooduvauiog oto
A té6te avtl yia o Ry ypdgoupe x ~ y. Ot Tpelc yopoxTnetouxés WIOTNTES TN
~ exgpdlovial wg eghc:

o Avtonalfc: oz ~ x vy xdde x € A
o Yupuetp: Avae ~y 6t y ~ o
o Metofatixn): Av o~y oy ~ 2, TOTE T ~ 2
IMapdderypa 1.3.4. 'Eotw A éva alhvoho.
(1) Hoétnta oto ohvoho A eivon pio oyéon tooduvapioc oto A.

(i1) Av A # 0, t6te 1 oyéon X C Y oto ohvoho P(A) dev elvar oyéon
1ooduvapiog, xowe dev etvor GUUUETELXY.

Optopog 1.3.5. Eotw A éva olvolo ka1 ~ pua oxéon iwwodvvapias oto A. Av
a € A téte n x\dor woduvoyriog Tou o €ivar to otvodo Ko ={z € A | a ~
x}. Hapatnpolue én, Aéyw tng ovupetpikis ibidtntag, Ko = {z € A |z ~ a}.
To ovvoro {K, | @ € A} twr kAdoecwr 10odvvauias ovpfoliletar pe A/ ~ kai
ovopdletar ovvolo mnAiko.

IMapdderypa 1.3.6. Ocwpolye 10 obvoro X twv onuelov tou emnédou xou
otadeponolotpe éva onueio O € X. Opioupe wa oyéon oto X, wg e€hc: Av
P,Q € X 161 ¥étovpge P ~ Q av xar uoévo av to onueia P, Q woanéyouy and
0 O. Eivar edxohlo va Serytel ot 1 oyéon auty| eivon pla oyéon tooduvoyiog.
H »\don wooduvapiog evog ototyeiou P € X elvar 10 ohvoho 1wV onuciny tou
x0xhou pe xévtpo O, o onoloc Siépyetar and 10 P. (Av P = O téte o xixhog
autéc expuiileton oe éva onpeio.) To oOvoho X/ ~ eivar 10 olvoro dhwv twv
x0xhwv Tou emmédou pe xévipo O.

IIgobtaon 1.3.7. Eotw A éva ovrvodo ka1 ~ pua oyéon wodvvapias oto A.
Tore:

(1) Av o, € A tdéte K, = Kg av ka1 pdvo av o ~ .
(i1) Av o, € A téte Ko = Kg 1§ Ko N Kpg = 0.
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Arnodelm.

(1) Av Ko = Kp t61e, enedf) B € Kg, énetan 61 f € Ko xou dpa o ~ f3.
‘Eotww topa o ~ . Oua del€ovpe 61t Ko C Kg xuw Kg € Ky, Av z € K, 161
T ~ a. AN\G and unddeon €youpe OtL o ~ 5 xan dpo and T UETABaTiNd BtoTNTaL
éneton 61t & ~ (. Enopévee, v € Kg xou dpa deilope 61t Ky C Kg. Avdhoya
oetyvoupe 611 Kg C K.

Or anodeilelc twv (14) xou (4i1) apAvovToL WS AOXHOEC OTOV VALY VOOTY).

_ FEotw A éva ovvolo. ‘Eva vrootvolo S C P(A) Aéyeta

Siapgpilom tov A av
(i) 0 &5,
(ii) UresT' = A xan
(iii) av X, Y € Stdee X =Y 5 XNY = 0.

e / 7 7z . /7 / /. z

Eto, pia dwapépion evds ovvdlov A eilvar éva ovolo un-kevay vmoouvvédwy tou
A, ta omoia avd 6o éyovr toun) to kevd oUrolo 1§ ouuTITTOVY Kai 1) évworn) Toug
etvar to A.

’ 4 7 4 7 4 ’ 4 4 4
Ané v Tlpdtaon 1.3.7 énetan btt Gv ~ elvar g oyéon wooduvayioc ot €va
7 7 4 4 ’ Z. z
olvoho A, 16t 10 olvoho A/ ~ twv xhdoewv tooduvapicc efvar pior Srapépton
tou A. Ty endpevn npdtaot Yo deifovye 4Tl Loy VEL XU TO AVTIGTPOYO.

IIgbtaon 1.3.9. Eotw A éva ovvodo kar S pua dwapépron tov A. Tote, vndpyer
i oxéon wodvvapiag ~ oo A, étor date o1 avtiotoeS kAdoes wodvvauiag
va efvar akpiBds Ta otoryeia tov S (dnAadn, A/~ =S).

AnodeEn. Opiloupe pa oyéon oto A wg e€hc: T z,y € A ¥étovpe = ~ gy
av xat uévo av undpyet I' € S ue xz,y € I'. Eivon edxolo va Sodpe dtL ) oyéon ~
ebvon W oyéon wooduvaplag 6to A xouw av x € Ape x € I', t61e K, =T

No egetaotel noteg and Tic axdhovdeg oyéoelg elvar oyéoelc tooduvoploc.

1. 310 oOvolo 1wV axepuiwy Z:

Av a,B € Z t6te a ~ B av o axépatoc B — o elvar ToAhamhdolo tou 2.

2. Y10 o0voho twv npaypatixey apriuoy R:

Av a, B € R téte oo ~ 8 av 0 0 mpaypatxds apriuds B — a ebvon pntode.
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3. ¥10 olvoho twv npaypatixey aprluny R:

Ava,feRtéte a~ F avaf > 0.

4. Yto oOvoho Z X 7:
Av (a1, a2), (b1, P2) € Z x Z téte (o, o) ~ (B, B2) av a1f2 = azfi.

1.4 Anewovioelc

Optopog 1.4.1. Eotw X,Y 600 ovvoda. Mia anewxdvior f ané to X oto
Y elvar évag kavivag mov avtiotoyilar oe kdde otoiyeio x tov X akpifag éva
g / / / / z
otoyeio f(z) rov Y. To ovrodo X Aéyetar to medio opropol tng aneikdvions
[ ka1 To ovrodo Y to medio tudv tng. I'a ovvrouia, ypdpovue f: X — Y.
To ovoiyeio f(x) tov Y Aéyetar n eixdva tov x péow tng areikévions f. Tig

aneikovioels ovopd{ovpe €mions ka1 CLVAETAHOELS.

Optopos 1.4.2. Forw f: X — Y e arexévion ket A C X, B C Y.

Téze, to otvodo {f(z) € Y | © € A} Aéyetar n eikbra tov A péow tng [ kai

ovpporiletar pe f(A). Ihattepa, to f(X) Aéyetar n ewéva tns f. To aivvolo

{r € X | f(x) € B} Aéyetar n avtiotpogn eixéva tov B péow tng f kai

ovpporilerar e f~1(B).

IMopddeiypa 1.4.3. (i) H npdodeorn twv npaypatixdv aprdudy eivon uta
ATELXOVIOT)

mp:RXxR— Ruye (z,y) — z+y.
(17) O TOAATAAGIAGPOC TV TEOYLATIXMY optdU@V Elvor [ior anetxdvion
oA : R xR — R pe (z,y) — xy.

111) Mo amexdvion dev elvar amagaitnTo vo opiletan uéow xdmotou tunov. 'Etot
)
umopolUe Vo YEwpPHOOLUE TNV ATEIXOVION,

‘ |1 oavoxeiva pntoc
f:R—Rue f(z) = { 0 oav o x eivon dppntoc

(iv) Hm : R xR — R pe (z,y) — 2 elvon prot anetxbvion).

yio xde

(v)HU:NHZHEU(O):OXO&O’(V):{ Kooav v=26K

-k av v=2k—1
v > 0 elvon plor anexovion.

(vi) Ho:N— Z pe v — —v eivon pror anetxbvion,).
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Avo araxovioes f: X — Y ka1 g: A — B Aépovrar loeg
av X =AY =B ka1 f(x) = g(x) ya kdde x € X.

IMopddeiypa 1.4.5. Ou anewovioewe f @ Z — Z pe f(v) = ouv(vm) xou

—1 av o v eiva meprrtodc
2l — Zoye g(v) = ) )
g he 9(v) 1 av o v elva dptiog

_’Eotw [+ X — Y e areixovion.

(i) H f Aéyetar éva mpog éva, kar ypdgovue 1-1, av ya kdde x,2’ € X
pe x # o' érerar du f(x) # f(a') 1, 1woddvaue, av yia ke x,2' € X e
f(z) = f(a') érerar bn x = 2.

elvan {oec.

(1) H f Aéyetm enl av ya xdde y € Y vndpyer @ € X pe f(z) = y 0,
wodbvaua, av f(X) =Y.

IMapdderypa 1.4.7. Ta tig aneixovioeg oto [opgdderypa 1.4.3 €youye:

(7) H mp ebvan enl, agol av r € R téte mp((r,0)) = 7, 0dhd dev eivar 1-1, ago
7p((1,3)) = 4 = 7p((2,2)).

(17) H mo eivon exf, agol av r € R téte moA((r,1)) = r, ahhd dev eivon 1-1,
aol ok((3,4)) = 12 = moA((2,6)).

(13i) H f ev eivan enl, agol f(R) = {1,0} € R, olte 1-1, agol f(2) =1 =
f@3).

(iv) H my ebvan exf, agod av r € R téte m1((r,2)) = 7, ahhd dev eivan 1-1, ago
m1((1,2)) = 1 = m((L,3)).

(v) Eixoha BAénoupe 6t n o eivor 1-1 xou exni.

(vi) H o etvan 1-1, agot av o(z) = o(y), 16t —x = —y %o dpo & = Yy, oAA&
dev eivan eni, agol o(N) C Z.

=

_’E(n:w M éva otvoro. H aneikévion M — M mov avtiotor-

xel to x oto x ya kdde x € X Aéyetar n TavTOTIXY] arteikévion tov M kai
ovppodilerar pe 1y 1 idyy.

_’Ea‘cco f: X —=Y karg:Y — Z 6o anaxovices. Tote

opiletar n aneikévion
gof: X —Z7

pe (go f)(z) = g(f(z)) ya xdde x € X, n onola Aéyetar cOVOeom Twr [ Kai
g.
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IMapdderypa 1.4.10. 'Eotww f:Z — Z xa g : Z — 7 0l GUVAPTHCELS UE
fw) =2v+1 xu g(v) = 2v yia xde v € Z. Téte, yia Tic ouvdéoec g o f
xou fogebvou (go f)(v) =4v+2 xu (fog)(v) = 4v + 1. Hopatnpolue ot
fog#gof.

IIgbtaon 1.4.11. Av f : A — B eivar jua anakévion, téte lpo f = f =
folya.

ATdbderg Efvar dueon xon apfvetour wg doxnon 6Tov avayvoHoeT
N: HEDT) N G 107 Y n-

Ilpoétaon 1.4.12. (mpooectmpiotiki ididtnra tng obvieons anaixovivewr) Fotw
f:A— B, g:B—T kath:T — A araxovioce. Téte, o1 anaikovioes
ho(gof):A— A kai(hog)o f:A— A elvai iveg.

AnédeEn. Eotw ¢ = ho(gof): A — Axatp = (hog)of : A — A. Tbére,
yio xdde o € A éqoupe 6(a) = (ho (g0 )(a) = h((g o f)() = h(g(f(@)))
xa () = ((hog) o f)(a) = (hog)(f(a) = h(g(f(@))). Apx B(a) = v(a)
yio xde o € A, dmhadh) ¢ = .

IIg6taon 1.4.13. Eotw f: X — Y ka1 g:Y — Z dvo aneaikovioe.
(1) Av o1 f ka1 g elvar 1-1, wéte n go f eivar eniong 1-1.
(17) Av oo f ka1 g eivar eni, Téte n g o f eivar eniong ernl.

(791) Av o1 f ka1 g elvar 1-1 ka1 eni téte n go f elvar eniong 1-1 ka1 el

Amnodedn.

(1) 'Botww 1,22 € X pe 1 # xo. Enedf n f ebvan 1-1, énetan b1 f(x1) #
f(z2). Topa, enedh n g eivon 1-1, éneton 6t g(f(z1)) # g(f(z2)). Apa, ngo f
etvan 1-1.

(77) Eotww z € Z. Enedf n g eivon eni, éneton 611 2 = g(y) yo xdmoo y € Y.
Thpa, enedd) n f etvon eni, éyouvpe 61ty = f(z) yio xdnowo x € X. Apa, éyouye
z=g(y) = g(f(z)) = (go f)(x). AciCape 61 yio xdde 2z € Z undpyet xdnoto
zeXypez=_(go f)(x). Apa, n go f eivar enl.

(13i) Auté énetan dpeca and ta (i) xon (i7).

‘Eotww f: A — Bxug: B — Advo aneixoviceic. Térte, opiCovta ol
anetxovioelg
gof:A— A kaw fog: B — B.

Yy nepintwon nou go f =14 xou fog = 1p, 1 g Myeton wa awvticoTEopT T1C
[ (xaw n f wa avtiotpogn e g). Oa eZetdoouye nopaxdtw TOTE Yla ANEXOVION
f €éyer avtiotpogn xou Yo dodue oTt auty), av undpyet, eivar Lovadixy.
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IIgbtaon 1.4.14. Mia anaxévion f: A — B éye avtiotpogn av ka1 juévo
av etvar 1-1 ka1 enl.

AnodeiEn. 'Eow 6u n f éyer wo avtiotpogn g : B — A. 'Etot, éyouye
g(f(a)) = a yia xdde a € A xu f(g(B)) = B vy xdde € B. Ou deifoupe
6t f etvon 1-1 xou enf. Hpdypatt, éotw aj,az € A e f(ar) = f(az). Tére,
Eyovpe a1 = g(f(an)) = g(f(a2)) = az xa étor 0 f eivar 1-1. Eotw tdpa
B e B. Téte f(g(B)) = B, onhadh to S elvon 1 etxdva tou ototyeiov g(B) € A
wéow tne f. ‘Apa, n f elvan el

A¢ vrnodéooupe tdpa 61t f eivar 1-1 xou enl. Ou deiloupe 611 undpyet
anewxévion g : B — Ape fog=1pxawgo f =14. Eow S € B. Kadde
7 f ebvan eni, undpyer Tovkdytotov éva a € A pe f(a) = B. Av xdnoto otoryeio
o' € A etvar térolo dote f(of) = B, téte f(a) = S = f(d/). Enedf bpwe 1 f
efvon 1-1, éneton 61t @ = o', Apa, av B € B td1e undpyer éva povadixé a € A
we f(a) = B. Buvende, unopolye vo opicovue wa anewxovior g : B — A, ¢
e€hc: Av B € B téte n edva g(f) tou [ péow tne g elvon 1o povadixd ototyeio
a € A 1o onolo éyer v widtna f(a) = B. Anhadd, g(8) = «, 6mou a 10
novadixd otoryeio tou A pe v Wibtnta f(a) = . Edxoha tdpa fAénoupe bt
f(g(B)) = B yia xdde f € B xa g(f(a)) = a yioa xdde o« € A. Apa, éyoupe
fog=1lpxugof=14.

IMgotaon 1.4.15. Av ja aneixovion f: A — B elvar 1-1 ka1 eni téte éya
povadikij avtiotpogn, tny omoia aupPodilovue pe fL

AnodeEn. Eidape otny Hpdtaon 1.4.14 6u av wa anexdévion f : A — B
ebvor 1-1 xou enl 161e €yer avtiotpogrn. Eotw g1,92 : B — A duo avtiotpogeg
e f. Térte, éyovpe grof =14 = ga2of xau fogr = 1p = fogs. Etor, pe Bdon
Tic Hpotdoeic 1.4.11 xou 1.4.12, ovpnepaivoupe 61t g1 = 1aogr = (g2o f)ogr =
g20(fog1)=g201lp =g

And ta mopomdve éneton OtL av wo anewxovion f 1 A — B etvar 1-1 xou
ent, t61e N avtiotpoon anewévion [ B — A ebvor enfong 1-1 xon ent, evod 1
avtiotpogn tne 1 etvon 1 f, dnhadh (F1) 7 = f.

IMoapdderypa 1.4.16. And tic anewovioeg tou [lopadelypatog 1.4.3 pévo 7
anewxédwion o oto (v) eivar 1-1 xan eni xou dpa pévo auth éyer aviiotpogr. H
o=t Z — N opileton Vétoviag o 1(0) = 0 xau

0__1(%) - 2K av K VeTX6¢ ax€ponog
-2k —1 av Kk apvnuxde axépatog



16 Kepdlao 1. Ewaywyikés Evvoieg

IIgbtaon 1.4.17. Av o1 areixovioces f : A — B ka1 g : B — T épour
avtiotpoges, tote n areikovion go [ + A — ' éya eniong avtiotpopn kai
pdhioza wyde (go )t = flogL.

An6deiEn. 'Eyoupe tic oyéoeic flof =14 xa fo f~!=1p, énwe enlone
xo TG OYEOELS g log=1pxamgog !t =1p. Me Bdon tic Ilpotdoeg 1.4.11 xan
1.4.12, éyoupe 611

(gof)o(f~tog™) = 90(f0(f‘1og‘12)

1
NSRRI
o O O
Q‘T:Q
—~
o ©
Q T
Lol
\_/\_/
(@]
QQ|
N—

Avéhoya detyvoupe 6t (fLog™t)o(go f) = 14. 'Eto, deiape 6111 go f éyel
wa avtiotpoon, v f1 o g7l Kadde yvepilovye b1t av wa arnexévion éyet

avtiotpogn, téte auth ebvor povadixd, éneta 6t (go f) "t = f~log™L.

Opgtopog 1.4.18. Foto f: X — Y a areixévion ka1 M éva vrooivodo
tov X. H araxdvion M — Y pe x — f(x) Aéyetar repropiopds ¢ f oo
M ka1 ovpfoliletar pe f .

Ogiwopoe 1.4.19. Eoww p : A — B pia araxérion ke I' éva odvolo ue
ACT. Avo : T — B elvar e areikérion tétowe cote p = o |4, téte n o
Aéyetar eméxTOOT TNS .

IMapdderypa 1.4.20. Ocwpolye v anewxévion p : N — Z ye v — —v.
Téte, ov anewxovioewg 01 1 Z — Z pe v — —v xou 0 : L — Z pe o2(v) =
{ —v av o v elvar YeTixdc

) , elvon ENEXTAGES NS p UE 01 7# O2.
v av o v eivar apvntixdg

Optopog 1.4.21. Eotw A, B dvo otvola. H anaxévion mp : A x B —
A pe (o, ) — o Aéyetar TpoBolA otor mpdto mapdyovta tou kapteoiavol
ywopévov A X B. Avdloya opiletar n npofodi) my : A x B — B otov deltepo
rapdyovta tov A X B.

IMopathenon 1.4.22. O opiopdc e anexdvione nou dooope (Optopde 1.4.1)
dev elvor SLaTUTWUEVOS AUGTNEd 0T YAOGGA TwV 6UVOALY. ‘Evac austneds opt-
oude etvon 0 axdhovdoc: Mua anewxdvion f eivan pra drotetorypévn tpidda (X, Y, R)
6mouv X, Y elvar oOvola xar R éva utosivoho tou xapteatovol yivouévou X XY,
T0 omolo €yl TI¢ ENOUEVES BUO IBLOTNTES:

(1) v xdlde z € X undpyer y € Y wote (z,y) € R o
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(i7) av x € X xou y,y € Y eivar otoryelo ye (z,y) € R xu (z,y') € R, t61¢
y=y"

‘Etot, wa anewxévion f = (X, Y, R) eivar wa dipehic oyéon eldixfic popehic and
0 X ot Y.

1. (i) Towec and tic axdhoudec anewxovioelc efvan 1-1;, noleg elvon exi;

fi:N— N,z +— 2?2
fo:7 — Z,x —> x?
f3:Z — Z,x — 23
fi:R—Rz+— 23
fs5: N—Nzr—z+1

(73) Eivar o1 anewxovioeig f5 o f1 xau f1 0 f5 logg;

2. 'Botw m : R xR — R 7 npoPolr, otov npdto mapdyovia. Av ri,rp € R
Vol BELX‘;EIC 6t umdpyet wo 1-1 xau eni arexdévion ano 10 alvolo 1+ (r1)
oto mp  (r2).

3. 'BEotww f: A— B waaneixovion, X, Y C A xae I''A C B. Na detytet
ot
(4)

(i1)

(vit

Av X CY w6te f(X) C f(Y).
AV C A6 sf Hr) C ~4A).
XCf~ )) pe v wétnTa v toyvet av 1) f efvon 1-1.

) X
(iv) f(f71(T)) CT pe v 1odtnta vo toyler av 1 f ebvo eni.

4. 'Botw f: A — B wo anexévion, X, Y C A xou I'' A C B. Na derytel ot

(1) F(XUY) = f(X)Uf(Y)
(@) [FHrUA)=fHT) U H(A)
(wi) fXNOY)C fX)Nf(Y)
(i) fTHINA) = D) N fH(A)

No dewytel enione é1t oo (id) éyoupe wotna yia xdde X, Y € P(A) av
xat wévo av 1) f ebvon 1-1.

N NS N NG
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5. 'Eotww f: X — Y wa aneixdviorn. Oewpolye éva un-xevé alvoho I xou
vrovétoupe 6Tt Y xdde i € I poc divetar éva ovvoho A; e A; € P(X)
xau éva oOvoho B; pe B; € P(Y). Na derytei 6

(@) f (Uze[ B; ) = User fHB))
(i) f (Mier Bi) = Nier F1(B2)
(ii) f (UzGI ) Uie] f(A:)
(iv) Avy f eivon 1-1 t61€ f (ﬂzeIA) Micr f(A:)

6. 'Eotww f: A— B xu o: B— T duo arnewxovioeic. Na derytel ot

(1) Avrpo f eivan eni, t6te 1 0 ebvan en.
(i) Av oo feivu 1-1, téte 0 f eivon 1-1.
7. Eotww f: A — X wa anewxdvion xou B, I' unooivoha tou A, tétola wote

7 4 /7 7 ’
ot neproptopol f|p xou f|r eivar 1-1. Mnopolye va cupnepdvoupe 6Tt 0
neptoptopde f|pur eivon enfoneg 1-1;

8. 'Botww f: A — B o aneixéovion. Na devytel 6t

(i) H f etvar 1-1 av xan wévo av | fF7H{B}) | =1 ya xdde B € f(A).
(ii) H f etvor ent av xa pévo av fF1({B}) # 0 ya xéde 8 € B.
9. BEotw f : X — Y wa anexévion. Téte opilovion o anewxovioeg f :
P(X) — PY) pe A — f(A) xuo f71: PY) — P(X) pe B —
f~YB). Na derytel 6t

(i) Avn f eivow eni téte fo f1 = = lp(y).
(i7) Avn f etvon 1-1 t6te flo f = Lp(x)-
10. (i) 'Eotw A, B duo civoha xat S 10 60voho twy anexovicewy f:{1,2}—

AUB pe f(1) € Axa f(2) € B. No dewytel 6t undpyet o 1-1 xou
eni anexévion and o S ot0 A X B.

(i1) 'Eotw A éva olvoho xou v évag guotxdc oprdude. Av M eivar 1o

oUvoho OAwV Twv amexovicewy f 1 {1,2,3,...,v} — A, t61€ Vo
detytel 611 umdpyer wa 1-1 xan enl anewxdvion andé 10 A oto AV =
AXAXx--xA.

v—QOpEQ

11. M amewxévion [+ A — B Myetar otadeph av f(a) = f(/) yia x&de
a,a’ € A. Na deyytel 6t av f,0: A — A elvou otadepéc anexovioeic xat

[ #0,16t€ 0o f# foo
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

1.5

‘Eotw f: X — Y wa anewxdvion. No derytel 6t n f elvon otadepr) av xan
wovo av yia xdie anexdvion g : X — X éyouvpe fog = f.

No Beedel wa 1-1 xon ent anexdévion f: N — M, émov M C N,
‘Eotww f: X — Y wo anewxoévion.

(i) 1o ohvoho X opiloupe wa oyéorn, Vétoviac x ~ ' av xou pévo
av f(z) = f(a') € Y. Na deyytet 61 n oyéon aut elvor pia oyéon
teoduvapiog.

(43) Na Serytel 61 10 atvoro {fH({y}) | y € F(X)} ebvor wo dropépron
tou X.

(i) Bow f: X — Y woa 1-1 anexévion. Na opioete pla anexévion
0:Y — Xyepof=1x.

(17) Adote noapdderypo anexovicewy 0,7 1 A — A pe Too = 14 xa
ocoT # 14.

‘Eotww f,g: X — Y Suo anewxoviceic. Na deiytel ot

(i) f = g av xa pévo av yia xdde anewxévion h : Y — {3, 7} woylel

hof=hog.
(17) f = g av xou pévo av ya xdde anexéviorn o = {3} — X oyler 6
foo=goo.

‘Eotw A = Ay x Ay xou Ry, Ry oyéoeic wooduvoplog ota Ay xar Ag avti-
ototya. ‘Eotw R 7 oyéon oto A nou opiletan Vétovtac (ai, az)R(S1, B2)
av a1 R1B1 xou apRofBa. Na deiytel i 1 R elvon oyéon wooduvaplac oto A
xou untdpyet wat 1-1 xou eni anewxdvion and 10 ohvoro A/ R 610 xoptectavd

ywopevo (A1 /Ry) x (Az/R2).

Modnpotixny Enayoyn

Oa anodeilovye TNV apy | TNC ETAYWYNC YENOILOTOIOVTAS TNV axdAouln 1810t T
TWV QUOLXDY oPIIUOV.

AZiwpa tou elayiotou B ASlopa xahfg ddtadng: Kde un-xevo uno-
obvoro M tou cuvéhou N 1wV guotxody aprluny tegtéyel €va ehdyloto ototyelo.
Anhady), undpyer mo € M tétoro wote mo < m yu xdde m € M.
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Ocdpnuo 1.5.1. (Mabnpurin crayoy f apx ens crayoypris) Fovo in ac

kdle Yetikd axéparo apiud v avniororyel a npdraon p(v) mov apopd to v, e
T€T010V TPOTO WOTE:

(i) np(1) aAndede ka1

(ii) av n p(u) aAndebea ya kdrow Jetikd axépaio apidud w, tére n p(p + 1)
aAniever

Téze, n p(v) aAnleda ya kdde Jetikd axépaio aprud v.

Anode&n. 'Eotww S 10 unosivoro tou N nou €yel e atoyeio tou exelivoug
Toug Vetixole axépatouc aprduols v, yio toug onoloug N npdtact p(v) dev ohr-
Vever. Oa detfovpe 61t S = 0. 'Eotw 6t S # 0. Térte, and 10 aliwpa ehayioTou,
t0 S nepéyel éva ENdyLoto otoryelo, éotw . And v unddeon (i), éyovpe oL
> 1. Ané tov optopd tou p, éxoupe bt u—1 ¢ S xau dpa 1 npdtacn p(pu — 1)
aknieter. Téte bpwe, and v unddeon (it), énetar étt xon 1 p(p) akndeder, Tou
elvoe dtono xadoe p € 5.

Mo dhAn popgy) tne podnuatixnc enaywyns etvon 1 axdhoudr:

Tou agopd To vV, € TETOW0V TPOTO

woTE:

(i) n p(l) eAndebear kai
(it) av p € N ka1 n p(r) aAndeder yia kde r < p, tére n p(p+ 1) aAndever.
Téze, n p(v) eAnleda ya kdde Jetiké axépaio aprdud v.

Anodedn. Apxel vo dei€oupe 611 av S elvar to oOvoho mou anoteieiton and
bhoug touc guotxoic apripole v ue v > 1, yia toug onolouc 1 p(v) dev aknievet,
t6te S = 0. Av 1o S dev elvar xevd, 61 Aoy Tou alidpatoc Tou ehayioTov,
Vo nepiéyer éva ehdytoto otoyeio, €éotw . And v undldeor (i), éyoupe 6Tt
> 1. Ané tov optopd tou p mpoxinter dtt ) npdtoaon p(r) oadndeler yia xdie
r < pu—1. Ané v unddeon (ii), éyovpe ott 1 p(p) ahndeder, tou eivar dtoto.

IMopathenon 1.5.3. H unddeon (i) ota nponyoldpeve dlo Yewphuata hyeto
ouvidwe «opyxd Brua e enaywyhcy, eved ) unddeon (1) «enaywyixd Bhucy.
Enione, n unddeon «av 1 p(v) akndedery otnv (i) tou Oewphpatoc 1.5.1 (avti-
ototya «av 1 p(r) akndeder ya xdde r < py oty (44) tou Oewphpatoc 1.5.2)
Aéyeton «unOVeoT) ENUYWYNCY.
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ITowv mpoywperioouue oe napadelypata, eivar yeHoo va eEETACOUPE Wial LOLO-
TNTA TOU APopd TNV TEOCVEST), TEAYUATIXDY aptiUwy:

IHapatrenon 1.5.4. I'vwpilouye 6TL av «, 3,7 eivan tparypatixol aprdyol, tote
(a+B)+y=a+ (B+7). Anhadh, av npoodécouye to dipotopa Twv a xa
Ue To v, ToTE 10 amotéheopa evon To (Blo e autod mou PBeloxouue av Tpoclécouue
T0 o Ue 10 qUpotopa Twv B xal 7. LUVEN®S, Oev €yel onuacio e pnaivouy
ol mapeviéoelg. ‘Etot, unopolue va nopacthicoupe ywelc xivduvo clyyuong tov
apdud (a+B) +v=a+ (B+7) oca+ S +7.

Fevixdtepa, av ag, g, ..., q, elvar mpoypotixol aprpol 16t unopel va o-
TOOELYTEl YE EMAYWYYH WS TPOg V¥ OTL Ye OTOLOV TEOTO %ol Vo TPocVECOUNE Ta
ar,Q, ..., qy, ONhad” ye émotov tpémo xat va BAouye TiC TapeVIESELS, TO Ano-
téheopa efvon TdvTa 10 10 xon o cupfollovpe e a1 +ag+- o H D i
‘Etot, v nopdderypa, éxyoupe (a1 +az) + (a3 +aq) = a1 + (e + (a3 +ou)) =
(a1 +az) +a3) + as = (a1 + (a2 + a3) + aa).

‘Eotw B éva nenepaoyévo unocivoho Twv TeayUaTix®y apldumy ye ototyeio
Toug aptipoig B, Ba, ..., By. Xenowonowdvtag Ty avigeTade iy idTnTa TN
npdodeone Twv mpaypatix@y aptiudy (dnhadh tn oyéon 1 + ro = ro + 11,
11,72 € R), punopel va anoderytel e enaywyr we tpog v 6t yio xdde 1-1 xan ent
anewxédwion ¢ 1 {1,2,...,v} — {1,2,...,v} woyle

Pr+Ba+ -+ B = Boy + By) + - + Bow)-
‘Apa, yoplc xivduvo olyyuong, unopolue va napacsTHoouue To dlpotopa B1 + F2+

o By pe Y ogep B
IHapaderypa 1.5.5. Ia xdde v € N ye v > 1 1oy let

~, viv+1)(2v+1
(%) 222:12_'_22_’_32_'_.___‘_”2: ( )( ).
i=1

6

Anédeln. H anddeln Va yiver e enayoyh. H p(v) eivar nwétna (x). H
p(1) adndeler, apol 21'1:1 =12=32-1-(141)(2-141). Trodétovtog 6m
oyvet 1 p(p), Yo dei€ovpe ot oyler 1 p(p+1). Eotw howdy 6t

o _ plp+1)2p+1)

w
S P=12422 43+ p o :
i=1

25;11 @ = ?:1 4 (p+1)?
= %u(ﬁ D2u+1)+ (p+1)?
§(u + D[p2p+1) +6(n+1)]
glut 1) (20 + T + 6)
s+ (n+2)(2p+3)
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xou dpot oy e 1 p(p+1). Luvende, and v apy tne enayoyhc éneton 6t 1 (%)
oy Vet yioo xdie Yetixd axépono apriud v.

IMopdderypa 1.5.6. Eotww x évac npaypatindc apiude ye  # 1. Tore, yo
xde v € N ye v > 1 woylet

v ) 1_xl/+1
(o) > al=ldata’+ o far="—""
1=0

1—=x

Anédeln. H anddeln Yo yiver pe enayoyh. H p(v) eivor v wbtnra (5x). H

p(1) akndeder, agol ZLO =14z = 11__9”2 Yrolétovtac 6t toylet 1 p(p),

T

Vo det€ovype 6t woyber 1 p(p + 1). Eotw Aowmdy ot

o ; ) L 1= it
E =1+z+z"+ - +at'=
, 11—z
=0
Tote o '

N Y u+1

= + x

I R L G )

- 1—x

1—ghrt+2
11—z

xou dpo oyler 1 p(p + 1). Luvende, and v apyh e enaywyhc €netar OTL 1)
(%) ahnieder yio xdie Vetnd oxéparo apriud v.

IHapatrenon 1.5.7. Suyvd ol enaywyixéc anodeilelg dev apyilouy and Tov
aptdpd 1, ahAd and xdmotov dhho pyeyouritepo. Ioybouy ta avtiotorya Twv Ocw-
enudtoy 1.5.1 xou 1.5.2 xou otnyv mepintwon auth. o napdderypa, avagpépouye
TO TUPAXAT:

©sbpnua 1.5.8. (Acstepn popyij ws erayoyifs je apyxd fijua oo ) Fowo

4 4 z / Z 7 z Z /
K évag puotkds apripés kar éotw ot o€ kdde puoikd apiIud v pev > Kk avtiotolyel
e tpdraon p(v) mov agopd to v. Eotw emimAéor dni

(i) Hp(k) akndeder kar

(17) Av p elvar évag puoikés apiduds pe > Kk ka1 n p(r) aAndeder ya kdde
k<1 < pu, tdte n p(p+ 1) eAnleden

Téze, n p(v) eAnleda ya kdde guoikd aprud v > k.

Anodeldn. H anddeiln apiveton wg Goxnon 61OV avoy Voo,
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IMapdderypa 1.5.9. 'Evac guoixdg apriudg p > 2 héyetar npmtog av de unopet
VoL YpapTel wg Yivopevo 800 UixpdTep®V Tou puotxmy aptduey. Oa deilouue 6Tt
x&e guotxde aprdude v > 2 unopel va ypoaptel we Yvépevo (evoe 1 neptocoté-
PWYV) TEAOTOY aptiymyV.

H anddeln Yo yivel e enaywyy. Oa yenowonooovye 10 Ocdpnua 1.5.8.
INo v = 2 o woyvploude toylet, agol o 2 eivar tpdTtoc. 'Eotw 61t 0 toyuploudc
oy et Yo 6houg Toug Quoxole T e 2 < r < p. Ou deiloupe 6Tt 0 1Y LEIGPOS
woylet yioo tov 4+ 1. Av o p+ 1 elvon npwtog, toTE €youpe TEAElWoEL. AV 0
i+ 1 dev elvan mpdToc, 16t€ 4+ 1 = pypo pe pr < p+ 1 xaw po < p+ 1
AlNG tote, and v unddeon g enaywyng, ot apriuol (g xar e ebvar Tp@Totl
1) YIVOUEVA TpOTWY. LUVETWS, TO YWVOUEVO Toug, dnhady o aprdude 1+ 1, etvon
enfong ywopevo tpdtev. To anotélecua twpa éncton and 1o Oewpnua 1.5.8.

1. No detytel ot
(i) O aprdpée 8V + 92"~1 givan moManhdoto tou 73 yiw %8s v € N,
v > 1.
(i1) v (-1)i% = 3(-1)"v(v+1) v xdde v €N, v > 1.
(7i7) 2v < 2¥ yia xdde v € N.
(i) v il < v+ yiaxdde v e N, v > 1.

2. 'Eotw A éva nenepaocuévo olivoho ye v ototyeio. Na detytel 61t 1o nhfdog
TV ototyeiwy tou P(A) eivon 27.

3. 'Eoto k évag guotxde aprdpde xaw M C {1,2,---  k}, tét010 dOTE:

(1) 1€ M xou
(1) av A e{1,2,...,k =1} xw A€ M, téte A+ 1€ M.

No derytel 61t M = {1,2,...,K}.

4. (i) 'Eow A, B duo TETEPAGPEVA UTOOUVON TWY TEAYUATIXMOVY optdpdV
ue AN B =0. Nodetytel 6Tt Y e aupT = D pea @+ D _sep b
(i7) Eotw Ap, Ag, ..., A, nenepacpéva cUVORL TRoyUaTiX®Y aptdudy e
AiNA; =0y xdde i # j. Noderytel b erui”:lf‘i T=3en TF
Dowea, T+ D pen, T To ddpowopa Yo cp T+ cp T4+
> wca, T 10 ouuPolilouye pe Sy (erAi l‘)
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5. 'Eotw A, B duo nenepaoyéva obvoha xou f: A x B — R pia anewxdvion,.

Av A={oq,a0,...,0,} xau B ={p1,P2,...,0u}, va derytetl 6t

(1) Dpeaxp (@)= ZﬁeB fla,B) + -+ Z,BeB flaw, B)
(“) erAxB f(l’) = ZaeA f(OZ?Bl) + e+ ZaeA f(aa B,u)

To debtepo péhoc tne (i) To YpdQouue xot we
S e |,
acA \BeEB

eV 10 OeUTEPO PENOC Tnc (i1) TO YPAPOUYE X WC
> (3 s
BeEB \acA

‘Etot, and tic (7) xou (i1), éneton 611

Yoor@=> 1> f(a,m) => (Z f(a,m).

TEAXB acA \ BEB BeB \acA
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1.6 Avoeic- Trodellelg tTwv Aoxnoswv tou Ke-
(paiotou 1

IMopdypagog 1.1

1. Ané tic wotnTee mou avagépovia 6Tt toyvouv otny Tpdtaon 1.1.13 éye
anodetyVel n tehevtaia. Eo® Yo anodetlovye yepinés axdun.

(1)  Ac anodeiZoupe 6uoyvet AN(BUTL') = (ANB)U(ANT). Anhodi
OTL Loy UEL 0 EMPERIOTIXGG YOUOS TNG TOUNG S TEOS THY EVKOT).

‘Eotww r € AN (BUT), t6te 10 r avixet 010 olvoro A xau 610 6Ovoho
BUT, dnhadt, avrixer oto abvoho A xou ota 6Uvoha B 1 I'. Autd onpaivet
61t 1o T avixel oto olvoho A xa 6T0 ohvoho B 1| 610 chvoho A xat 610
obvoro I'. Apar € ANBAre ANT. Enowévoc r € (ANB)U(ANT),
Onhadt anodeiZope 61t AN (BUT) C(ANB)U(ANT).

Avtiotpoga, éotw r € (ANB)U(ANT), té1e 10 1 avixet oto ohvoho ANDB
1 610 6Ovoho ANT. Autd onuaiver 61t 10 7 avnxer 610 clvoro A xou ota
obvoha B # T', dnhodr) 1o 1 avixel 610 oOvoro A xou otny évwon BUT.
Enopévoc r € AN(BUL), dnhody anodeilape (ANB)U(ANT") C AN(BUL)
xou tehxd v woétna AN (BUT) = (ANB)U(ANT).

(73) Ac anodeiZovpe 61t AN(AUB) = A.

IMeogavee to olvoro A eivar utoclvolo Tou gautol Tou, OTWS exiong
wybet A € AU B. Enopévog 10 olvolo A eivor unoclvolo xat twv
0o ouvorwy A xar AU B. Anhady) elvar utocivoho g Tounc toug, dpa
ACAN(AUB).

Avtiotpoga, mpogavie xdle otoryeio tne touhc A N (A U B) eivar xau
ototyelo Tou suvdrov A, dpa AN(AUB) C A xon tehixd AN(AUB) = A.

(73i) Ac Solpe 6tt AU A® = S. Tlpogavare, AU A° C S. Avtiotpoga,
av €vo ototyelo Tou cuvokou S Bev avixel oto cUvolo A, Yo aviixel 6To
/4 4 C 4 4 7 7 s/ 7
ouvunAfpwud tou A°, dpa xde otoryelo tou ouvolou S Va avixer eite
010 unosOvoro A 1 oto unoclvoro A°, ounende AU A° C S xou tehixd

AUA® = 8.

Eb6 Vo mpénet va napatneripoupe 6t: Av S elvan éva ohvoho xat A éva uro-
o0volé tou, téte (A%)° = A. Anhadn 10 cuUTARpOUA TOU CUUTANPOUATOC
evOg uoouvolou efvon To utocvoro autd. [lpdyuatt, and tov optopd Tou
oupnAneduatos éyouvye 6Tt av 1 € (A%)¢, téte to r € S Bev avixel oto A°,
dnhadr avixer 6to olivoro A, dpa anodeilape bt (A)¢ C A. Avtiotpoga,
av r € A, t6te r & A, dnhodr € (A°)°. Ondte tehnd (A°)¢ = A.

(1v) 'Eyer anoderydel n tehevtaio wdtnra (AN B)¢ = A°U B, da
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emxaheoVolpe yia va anodeiouye v OUIKN g, dnhadt 6t (AU B)¢ =
AN Be.

Mpdrypatt, (AU B)¢ = ((A°)° U (B€)°)° [avixataothooge t0 A pe 10
ioov tou (A°)¢ xou t0 B pe 10 ooy tou (B, ondte ouveyilovye tr-
v wétnta xar €youpe (AU B)¢ = ((A9)° U (B9)°)¢ = ((A°nN B°)°)°
[yto TV TteEleutaia 106TNTY EMXUAECVAXOPE TNV LOGTNTU TOU TROOVApE-
pape]. Tohpa, enedr 10 ouUTAipOUA TOU CUUTANEOUATOC EVOS UTOGUVS-
Aou elvor 10 UTOCUYOAO aUTO, T toOTNTA SUVEYILETOL XU €YOLUE TEMXA
(AUB)¢ = ((A9)°U(B)°)¢ = ((A°N B°)%)° = A°N BC.

Oa unogoloate va anodeilete TNV 10OTNTA AUTH axoloudwvTag Ta Bruata
NS andOEENg TOU avAPEQOVTAL GTNY anGOEEn TNg TeEAeuTalag LloHTNTAC TNG
IMpoétaonc 1.1.13.

. And Tov oploud g €vewong cuVOLeY €ncton OTL, &V Eva and Ta HVo cUvola

elvar uTooUVOAO Tou dhhou (m.y. B C A), téte AUB = Axu ANB = B.
Enoyévac

|AUB |[=|A[=[A[+[B[-[B[=[A[+[B[-[ANB].

Av xdeva and ta 800 olvoha dev elvar UTOGUYOAO TOU dAAOU, TOTE UTO-

polv va vrotedolv un xevd. Eotw ANB = {ci, ¢, ..., 1}, A =
{ai, a2, ..., an, c1, C2y ..., cp b xot B={b1,ba,..., by, c1, ¢y ..., Ck }.
Téte AUB = {ai, ag, ..., an, b1, ba, ..., by, c1, C2, ..., i } %o €T0-

wevoe | AUB [=n+m+k = (n+k)+(m+k)—k =|A|+|B|—|
ANB|.

Yy nepintwon 6nou 1 tou AN B elvar 10 xevo alvolo, tpogaveg k = 0
xou toyet | AUB [=n+m =|A|+|B|.

. Trodétouvpe 61t A C B, té1e xdie ototyelo Tou cuvolou A eivon xou otol-

yeto tou cuvéhou B. Anhady| dev undpyet ototyeio Tou cuvdlou A mou va
avixel 610 ouuTAfpwpa Tou cuvolou B. Enouévwg AN B¢ = (.

Avtiotpoga, vrodétoupe 61t AN B = (. Anhad dev undpyer otoryeio
TOU 6UVOAOU A TOU VoL avixel 6T0 GUUTATpwUA Tou cuvdlou B. Apa dha
Ta oTotyela Tou uvolou A avixouv 6to cUvolo B, cuvenone A C B.

. Ané v Ipbraon 1.1.13 éyoupe 61 (AN B)¢ = A°U B¢, Ta A® xa B¢

€youv vroteVel nenepacpéva, dpa and TV doxnon 2 (tne 1dlac mapoypd-
7 ’ 7 7 c c z ’
pov), éneton 6Tt xou 1) évwot, toug A°U B¢ eivar nenepacpévo ohvoho.

. Hpwv Eextviooupe Ty ADoT Tne doxnone, og XAVOUPE optouéva oy OALAL.

Koat” apyde av €youpe 800 olvora X xar Y, 7 dagopd X N Y and tov
optopd mepthapPdver to otouyeln Tou cuvohou X, ta omola eV AVAXOLY
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010 olvoho Y, dmhady| éva ototyeio tng dagopds X N Y npogavag aviixel
oty dpopd X N (X NY). Erionc avtiotpoga, éva otoryeio tne diagopdc
X N (X NY) eivar éva otoryelo tou suvéhou X, 1o onoio dev avixel 6To
olbvohro Y, 816t av aviixe 6T0 6UVolo Y, TTE, ¢ GTOLYEID XAt TOU GUVOROU
X Yo avixe oty topd X NY, dromo. Apaoyter X NY = X (X NY).
Tréd v évvola auth and €va olvoho mdvta apaipolje €vo uTOGUVOLG
TOU.

Ac¢ oyohidoouvye Tl onuaivel oupuetpxy dtagopd 800 cuvolwy. Eyouue
oploet we ouppeTtpxd dragopd Twv cuvdhev A xa B 1o clvoho A+ B =
(AN B)U (B~ A). Anré 1o nponyoluevo oydho éneton 61t A+ B =
(AN(ANB)U(BN(BNA) = (AUB) N (AN B). An\adn éva otoryeio
NS GUPPETPIXAC Blapopdc avixel oty évwon AU B, ahhd dev avixet oTtnyv
AN B xat avtiotpoga. Autd onpaiver b1t A+B = (ANDB)°, énov (ANB)°
ToEIoTd T0 ouunAfpwud g Touhc A N B wg npog v évwon AU B.

Av tdpa €yovpe tpla obvora A, B, xa I', téte oyler 61t AN (BNT) =
AN(B~(BNT)) = (ANnB)~(AnBNT).

i) A+B = (ANB) = (BNA°‘=B+A

1)  Xto epwtnua autd dev Vo ddooupe wa “tumixh” anddelly), ahhd pe
Vv Bordela Tou dimhavol oyfpatog Yo dolue enontixd pa “andden”.

Ta ywplaa, b, c,d, e, f, g etvar Eéva petadl Toug, HnAady| avd 600 1 Tour| Toug
elvan 10 xevé olvoho. Mapatnpolue 61t B+ T = (BUT) ~ (BNT) =
bucUdUe. Onéte A+(B+T) = (AU(B+T))N(AN(B+T)) = (aUdUeU
gubUc) ~\ (dUe) =aU gUbUc.

Topa ouppetprxd Prénovpe 61t (A+ B)+T) = (A+B)ul) ~ ((A+
B)NT') =(aUdubU fucUg) ~\ (duf)=aU bUcUg.

Yovenogc A+ (B+T) = (A+B)+T.
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iti) A+A = (ANA)° = A° brov 10 cupnhpopa A° eivar wg mpog TV
évwon AUA = A, dnmadh A+ A = (ANA) = A° = (.

iv) Hopatnpotpe 6t AN(B+T) = An((BU)~(BNI)) = (AN
(BUT) N (ANnBNT) = (ANB)UANT)) N ((ANnB)N(BNI)) =
(ANB)+ (ANT).

. (1) Eow x € (U;jer Ai)¢. Autd onpoiver 61t 10 otoryeio o Sev avixel

oty évaor [J;cr Ai, Snhady 1o otoyeio x Sev avixer ota ohvora A; i
Oha i € I, dpo € (Ay)° yio bha T i € I, emopévog © € (;ep AS.
Avtiotpoga, éotw x € [\;cr Af. Auté onuaiver 6t z € (A;)¢ v dha T
i € I, dnhadn to otoryeio x dev avrixet ota olvoha A; Yo bha ta i € 1, dpa
0 otowyeio = dev avixel oty évwon ;e Ai, enopévac z € (U;er Ai)°
Apa tehixd amedebyder ) wobtnta (U;er Ai)¢ = Nier 45

(17) Me mapbpota entyetphuota anodexviETOL X0t 1) Ovikij bt

(Mier A1)° = Uier A7

IMogdypagog 1.2

1. 3o napdderypo 1.2.2 éyouv unohoytoVel 1o xaptectavd yivoueva A x B

xa B x A, ondte 1 évwot| Toug elvat 10 6UvVolo

{(1, 1), (1,4),(2,1), (2,4), (3,1), (3, 4), (1, 2), (1, 3), (4, 1), (4, 2),
(4, 3) } 10 onolo anotekeiton and 11 1o TAHdoc otoryeia.

. (i) Tha va dnuiovpyfiooupe éva Satetaypévo Lelyog npénet va pnopolye

va emhé€oupe €va ototyelo and éva oUVoho xat €va ototyeio and éva (dAAo)
obvoro. T va emdéZouye dume éva otolyeto npénet to chvolo va elvor un
xevo. ‘Ondte 10 ouunépaoua EnETol XATd TEOPAVY TEOTO.

(7)) o) Eotww Ax B = B x A, t61€ yia xde a € A xou b € B éyoupe
6t undpyouv a € Axa b € B étot Gote (a, b) = (b, a) € AxB = BxA.
‘Appa=b€EBxub=acA Anpadhf A = B.

To avtiotpogo eivar tpogavés.

B) YroBétoupe 61t A C T xou B C A. Av 1o dateteypévo Lebyoc (a, b)
avixel 6To xaptectavd Yvouevo A x B, téte a € A CT'xaw b € B C A,
dnhad?| (a, b) € I' x A. Zuvende A x BC T x A.

Avtiotpoga, unodétovpe 61t A x B C I' x A, Téte v xdde a € A xau
b € B éyouvpe 61 (a,b) € Ax B CT x A, dmradr a € T' xu b € A.
Yuvenoc A C T xow B C A.

(13i) 'Eotww (a,b) € (AUB) xI'. Té6tea € Afha € B xa b eI, dnhadn
(a,b) e AT ¥ (a,b) € BxT, dpa(a,b)e (AxT)U(BxT).
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Avtiotpoga, éotw (a,b) € (AxT)U (B xT). Téte (a,b) € AxT A
(a,b) e BXxT',dnhadffa € Afae Bxawbel', dpoac AUBxubel.
Yuvenoe (a, b) € (AUB) x T

(iv) "Eotw (a,b) € (ANB)x (I'NA),t6tea € ANBxubel' NA,
onhadt) (a, b) € A x I' énwe enione (a, b) € B x A. Xuvenoe (a, b) €
(AxT)N (B x A).

Avtiotpoga, (a, b) € (AxT)N (B x A), téte (a, b) € Ax T xu (a, b) €
B x A. Auté onpaiver 6t1a € Axon a € B xar, b € I' xou b € A, dnhad
ac€ ANBxube'NA. Tuvernag (a, b) € (ANB) x (I'NA).
IMopatAenon: Ilpogavic topa eiote oe Véon va anodeilete ot (A x
N(BxA) = (AxA)n(BxT).

(v) "Eotw (a, b) € (ANB)xI. Auté onpaiver 61t 1o otoyeio a avixet 6o
olvoho A, ahhd 6yt oto 6hvoho B, eve to otolyeio b avixel 6to ohvolo I
Enopévoc 1o Lebyoc (a, b avixel 6to xapteotavd yivouevo A X T', ahhd dev
avhixer 610 xaptectavd ywopevo B xT'. Tuvenac (a, b) € (AxT)\(BxTI).
Avtiotpoga, éotw (a,b) € (A xT) N (B xT). Avutd onpaiver 61t 10
Letyoc (a, b) avixet 610 010 xopteotavd ywvouevo A X I') ahhd dev aviixet
oto xaptectavd ywouevo B x I'. Enedn to otoyeio b avixel 6to alvoho

I', éyouye 611 10 oTOLYElO @ BeV avhixel 6To 6Uvolo B, doa a € A\ B xa
bel. Yuvernawe (a, b) € (AN B) xT.

3. 'Eotww (a1, b) € Ax B, npogavix (a1, b) € {ar }xB CUJ,ca({a}xB) =
UaeA B,.
Avtiotpoga, mpogavide yia xdle a € A éyoupe 61 {a} x B C A x B,
enouéves Jyea({a} x B) = Uyen Ba € A X B.

Hopopoing anodetxvietor xar 1 wétnta A X B = (Jycpg Ap, énou Ay =
Ax{b}.

4. Ané v doxnom 2y (e 1blag napaypdpou ) éyouue b1t ya xde i € 1
xau j € J, A x By C (Uer 4i) X (Ujey Bj)- Emopévec U jyerxs 4i X
Bj € (Uier Ai) x (UJGJB ).

Avtiotpoga, éotw (a, b) € (Uier Ai) X (Ujes Bj). Avté onuaiver 6T
undpyouy deixtec 1 € I xat j € J €toL wote a € A; xa b € Bj, dnhadh
(CL, b) € A; X Bj - U(i,j)eIXJAi X Bj.

Me napduola emyelpfipota anodexvieTaL Xl 1 lodTNTa

<mAi)x<ﬂBj> - 4xB

iel jeJ (1,5)elxJ
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IMopdypagog 1.3

1. EZetdloupe av 1 oyéon mou pag diveton mhnpol Tic Tpelc IBOTNTES oV TEENEL
va Thnpol wa oyéon wwoduvayioc. Anlad av eivon avtonadrc, ouuueTpLxr
xat peTaBatiny.

[Meogavag yia xdle a € Z €youpe 6TL av ~ «, BIOTL 1) SLopopd v — v =
0 = 2-0 efvar toAamhdoto tou 2. Apa 1 oyéon elvar avtonodic .

Trodétovye 61t o ~ 3, té1E 1) Draopd B — a elvar ToANaTAdGLO TOU 2.
Anhadf B—a = 2-k ye k € Z, t61e buwe xar 1 dagopa o — = 2-(—k)
elvor Tohhamhdoto tou 2. ‘Apa B ~ a xou 1 oyéon eivon cuPUETELXN.

Trodétovpe O6tt o ~ [ xauw f ~ 7. Anhadh 6u B —a = 2 -k xu
y=B =2-muykm¢eZ Téoey—a=(y-—0)+(—a =
2-k+2-m=2-(k—m). Apa o ~ 7 xou 1 oyéon eivar yetofatixy.

Yuvenmg tAnpolvTal oL Tpelg OTNTES Xat 1) oyéon elvor oyéom looduvayiag.

2. Tgogavoe vy xdde o € R €yovpe o1t o ~ o, BioTL 1 drapopd av — v = 0
elvar pntog aprdude. ‘Apa n oyéon elvon avtonadrc .

Trolétouvue 6Tt o ~ B, 161€ 1 Bragopd B — a elvon pntodc aprdudg. Anhady
B—a = kypekeQ, t6te duwe xar 1 dagopa o — B = —k elvon pntog
aprdude. Apa f ~ a xou 1 oyéon elvon ouuUeTELX.

TroYétovpe 6ttav ~ Bxaw B ~ 7. Anhadiouf—a = kxawy—5 =m
wek,meQ. Torey—a = (y—pF)+B—a) =k+meQ. Apaa ~ v
xar 1) oyéon ebvar petaBatiny.

Yuvenog tAnpolvTal ol TelC IBOTNTES Xt 1) oy€om elvor oy€on Looduvayiag.

3. Tlgogavac Yo xde @ € R éyoupe 61t o ~ «, dbtt - = o > 0. Apa
n oyéon eivon autonag .

YTrolétovye 6t ~ B, dmhadr a-B > 0. Tote dpwg xon f-a = - > 0.
Apa B~ a xou 1 oyéomn elvar GUUPETEIXT.

Trodétovpe 61t v ~ B xaw B ~ 7, dnhadf - B > 0 xaw S-v > 0.
Tote duwe T yvopevo a -7y dev elvon xat” avdyxrn un apvnTiog apriuog,
6mwe €0xola dlamtoT@vouue Ye 1o e€ic mopdderypa: 1 ~ 0 xou 0 ~ —1,
ahhd 1-(—1) = —1 < 0 xou emopévore 1 ¢ —1. Apa 1 oyéon dev eivou
wetofortix.

Yuvenmg dev mAnpolvTar xat ot TEelg WOTNTES xou 1) o€ dev eivan oyéon
t6oduvapiog.
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4. Tpogavae yio xde (aq, az) € Z x Z éyoupe b1t (a1, ag) ~ (aq, az),
OOl avp - (vg = g - avp. Apa ) oyéon eivon autonadrc .
Trodétovpe 61 (a1, ag) ~ (51, B2), Snhadh a1 - f2 = ag - B1. Toéte
buoe xou By = Po-oq. Apa ~ (B1, B2) ~ (o, az) xar n oyéon eivan
OUUPETEIXT.
Trodétoupe 6Tt (o, aa) ~ (B1, B2), xou (Bi, B2) ~ (71, v2) dnhad?
a1 P2 = ag- B xa B2 = Po-vy1. Tote dpoc 1o ywopevo aq - y2 dev
elvon xat’ avayxr {0oV JE TO YIVOUEVO (r2-7Y1, OIS EUXOAY SLUTIOTOVOUUE UE
0 e€fic mapdderypa: (1, 0) ~ (0, 0) o (0, 0) ~ (1,1), ahr&1-1 # 0-1
xou emopévee (1, 0) o4 (1, 1). "Apa n oyéon dev eivar petaBatixy.
Yuvenog dev TAnpolvTaL xat ot TS IBLOTNTES xou 1) o€oT Bev elvan oyéon
t6oduvapiog.

IMapatrenon: Xnv ntponyoluevr doxnom, av avtl 1ou cuvohou Z X Z NBoupe
t0 oUvoho Z x Z*, brnouv Z* = Z\ {0}, t61e unopeite va anodeilete 61t 1) oyéon
elvon petoBatiny xou enopévms oyYEoT Looduvauiag.

IMogdypagog 1.4

1. () Hoanewdvion fi eivon 1-1, ahhd byt exl, didtL av 1, @9 elvoun dropopeTi-
’ ’ ﬂ ’ 7 ’, _ 2 2 /O
xol guowxol aptdyol, tote tpogavae fi(z1) = 7 # x5 = fi(x2). Onwe

enfone yia y = 2 dev undpyer z € N étot dote fi(z) = .

H onewdvior, fo dev etvan ovte 1-1 olte eni, 8wt av 0 A x € Z, 161¢
npogavae fao(x) = fo(—x), evd = —x. Onwc enione yio y = 2 dev
undpyet « € Z étor dote fo(z) = .

H ameixovion f3 eivon 1-1, ahhd oyt enl, SdTL av @1, T2 ebvon SragopeTixol
wdépatol apwyuol, 16te mpogavae fi(z1) = 23 # 23 = f3(z2). Onwc
enione yio y = 2 dev undpyet x € N étot wote f3(z) = v.

H anewovion fi etvan 1-1, xou ext, 81611 av o1, 2 elvon drapopetixol mporyya-
Tixof apripof, téte npogavac fi(z1) = 23 # 23 = fi(r2). Oneg exione
Y xée y € R undpyer v = Yy € R éror dote fa(z) = .

H anewxévion f5 elvan 1-1, ahhd Oyt ext, di6Tt av x1, o2 eivon SrapopeTtixol
puoxol aptipol, téte npogavede fs(z1) = 1+ 1 # xz2+1 = fs5(x2).
‘Onwc enione yia y = 0 dev undpyer € N étor dote f5(z) = .

(17) T uc anewovioeic fso f1 xou fio fs éyovpe 6t fso fi : N — N
ue fso fi(x) = fs(fi(x)) = fi(z) +1 =22+ 1, evd fiofs: N — N
ue f1o fs(x) = fi(fs(x)) = (fs(x)* = (z+1)%

Anhady) dev elvan foeq.
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2. "Eyouvye 6t 71'1_1(7“1) = 71'1_1({7”1}) ={(a,b) e RxR|m((a, b)) =ac

{r1}} ={(r,b) cRxR|bER}.
‘Oyota, 17 H(rg) = {(r2, b)) ER xR |bER}.

OpiCouue tnv anewdvion f: 7y H(r1) — 77 (o) wc &k f((r1, b)) =
(r2, ).

Tpogavie yiaxdde (r1, b) € w1 (r1) undpyet to povadixé (ra, b) € my (rs)
étor wote f((r1, b)) = (r2, b). "Apa n f eivor anetxdvion,.

[pogavae f etvon 1-1 xou ext.

IHapathenon: Hpogavae 1 f dev elvar 1 povaduxr 1-1 xan eni amexdvion
TOU UTOPOUPE VA 0picouue and 10 6tvolo T L (r1) ato ahvoro m (r2).

. (i) Hpogavae, av y € f(X), undpyer € X étot bdote y = f(x), ahhd

X CY,ovvenoicy = f(x) € f(Y).

(ii) 'Botww z € f~H(T), autéd onuaiver 61t f(x) € I. AMGT C A, dnhadt
f(z) € A nou onyaiver 61tz € fH(A).
(ii

i) 'Eotww z € X, téte f(x) € f(X). Enopévwe and tov opioud tne
avtioTpogne exévac utosuvélou éxoupe 6t z € fH(F(X)).
Yty nepintwon énov n f eiva 1-1, av @ € f7H(f(X)), éneton 61t 10
efvor to povadixd pétuto evéc y = f(2') € f(X), pe 2/ € X, dnhadA
fx) =y = f(a'). Buveroc z = 2’ € X.
(iv) 'Eotw y € f(f71(1)), auté onpaiver 61ty = f(x) pe z € f~1(T),
dmhadhy y = f(z) eI
Yy nepintwon omov 1 f elvon ent, av y € I', éneton 611 undpyer © € A
étot Gote f(x) = y, dnhadh x € f71(T), ondte y = f(x) € F(fH(T)).

. (i) Eowy € f(XUY), autd onpaiver 61t undpyet © € X UY €tot dote
Y

= f(z). Eneidf, 10 otoyeio x avixer 6to olvoho X % o010 chvoko Y,
€youpe OtL 1 eixova Tou f(x) = y avixet oto obvoho f(X) % oto olhvolo
fY), Snhadd y € f(X) U F(Y).

Avtiotpoga, éotw y € f(X) U f(Y), autd onpaiver 61t 10 y avixet oto
olvoro f(X) 1 oto chvoho f(Y), dnhady) undpyer otoryeio x tou avixel
oto olvoho X foto olvoro Y pey = f(z). Apay = f(x) € fF(XUY).
(ii) Eotw z € f7H T UA), autd onuaiver 61t f(x) € T UA, dnhads 10
f(z) avixet oo obvoho I' ¥ 610 ohvoho A, dpa to ototyelo x avixer oto
ctvoro fHT) U fFL(A).

Avtiotpoga, éotw x € fHT) U f71(A). Auté onpaiver 61t to otoiyeio =
avixer 610 oOvoho fH(T) 4 oto oOvoro fTLH(A), Snhadh 1o f(x) aviixel
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4 / 4 4 7 / 4
oto obvoho I' | 010 alvoko A, dpa 10 otoyeio = avixel 010 GOVOAO

f~YruA).

(17i) 'Eotwwy € f(XNY), autd onpaiver b1 undpyer z € X NY étot wote
y = f(x). Eneidf) 1o otoyeio x avixet oto olvoro X xou 610 6hvoro Y,
€youpe 6t n eixova tou f(x) = y avixet oto ohvoho f(X) xa 610 ohvolo

fY), Snhadd y € f(X) N F(Y).

Trodétovpe 6t n anewxdvion f eivar 1-1. Eotww y € f(X) N f(Y), autd
onuaiver 6Tt o Y avixel oto ohvoho f(X) xat oto olvoro f(Y), dnhadr
undpyel oTotyelo T1 Tou avixel 6To cUvoho X xou otolyelo T2 TOU avrixel
oto ovoho Y pe y = f(z1) = f(x2). ANE n f éyer vrotedel 1-1. "Apa
rp =22 € XNY xuy = f(z1) = f(z2) € F(XNY).

Avtiotpoga, untodétoupe bt yioa xde X, Y € P(A) éyovpe b1 f(X) N
fY) C f(XNY). Eow x1, x2 800 dagopetixd ototyeiot Tou ouvolou
A, toteyio X = {1} xn Y = {x2} éyovpe 61t X NY = . Buvendc
FX)NfY)C f(XNY) = f(0) = 0. Anhadf f(x1) # f(z2), 0 onolo

onuatver 6t 1 f ebvan 1-1.

(iv) 'EBotw x € f~HT NA), autéd onpaivel 6t f(z) € TN A, dnhadr to
f(x) avixer oto ohvoho I' xor 010 6hvoro A, dpa 10 6Toyeio = avixet oto
otvoro fHT) N f~H(A).

Avtiotpoga, éotw x € f7HI) N f1(A). Autd onpaiver 61t to otoiyelo =
aviixet 610 ohvoro fH(T) xat 610 oOvoho fL(A), dnhadh o f(z) avixer
oto obvoro I' xau 610 alvoho A, dpa 10 otoyelo = avixer 6to Glvoho

fFirna).

5 H AOKT|OT} ALTT) ATOTEAEL YEVIXELOT) TNC TEOTYOULUEVTC AOXT|OTC.

Ed6 Yo arodeiloupe wdvo 10 TpdTO EpMOTNPA, To UTOAOITA EQWTHUATA ATO-
BEVOOVTAL TUPOUOIMS ETUXANOVUEVOL ETUYELPHUATA OO TA AVTIOTOLY O EQW-
TAROTA TNS TPOTYOUUEVTC BoXNoNG.

’ —1 ’ ’ ’ N4
Eow x € 7 (U;er Bi), autéd onpaiver 6t f(x) € U;ep Bi, dnhadt 1o
f(x) avixer o (touldytotov) éva and ta cOvoha B;, dpa undpyer i € 1
étoL Gote 10 otowyelo T va avxet oto oOvoho fH(B;) C U;es fH(BY).
Avtiotpoga, éotw = € U;e; fTH(Bi). Auté onuaiver 6t 10 otoyeio @
aviixet o€ (Toukdytotov) éva and 1o atvora f1(B;), dnhadf undpyer i € 1
€10l Gote o ototyeio To f(z) va avixer oto olvolo Bj, dpo to ototyeio
7 ’. —1 .
x avixet oto oOvoho f~ (U;er Bi).

6. (i) Ymodétouue 6111 ohvieon TV aneixovicewy o f etvon ent, SnAady 6T
| ’
vt xde otoryeio y tou nediouv Tpdv e I' (to omolo eivon xou nedio Ty
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10.

¢ 0) undpyet ¢ € A, oto nedio opopol g, €tol wote po f(z) = .
Auté onpaiver 61t yia to y € I undpyer to otayeio f(z) € B, oto nedio
optopol g o, étot dote o(f(x)) = y, dnhadr n anexdvion  elvon enl.

(17)  YTrodétovye bt 1 obvieor v anexovicewy g o f eivar 1-1, dnhadh
Yoo 1, T2 € A ye 1 # x2, oto nedio opopol e p o f (to onoio eivan
xou edio optopol tne f), éyoupe bt po f(x1) # oo f(z2). Autd onpaiver
btt, emedh) o eivon anewxdvion 6t f(x1) # f(z2). Anhadh v anewxdvion
f elvan 1-1.

Botw 1 anetxévion f:Z — Zye f(x) = 202). AVA = {2z cZ|z<
0} xaw B = {x€Z|xz>0}, t6t€ o nepopopol e f ota olvora A
xat B etvan mpogavae aneixovioeig 1-1. AANE mpogavee 0 flaup = f Oev
elvon 1-1.

. (1) TroOéroupe 6t n f eivar 1-1 xou éotw B € f(A), tdte undpyer po-

vadied o € A étor Gote f(a) = B, dnhadh to civoro fFH{B}) v
1LovoGUVOLO.

Avtiotpoga, urodétouue 61t 10 alvoro fH{B}) evor povosihvoro yia
xde B € f(A). Autd onpaiver 6t undpyer axpBoe éva a € A ye v
wiotnta f(a) = B, dnhady| n f etvon 1-1.

(17) YroBétovpe bt n f ebvan enl, dnhady| yio xdde BinB undpyer ainA
ue f(a) = B. "Apa 10 atvoro FH({B1}) eivan un xevé.

Avtiotpoga, utodétouvye 611 10 obvoro fTH({B}) ebvan uh xevéd yia xdde
B € B. Auté onpaiver 6t yia xde 3 € B undpyet (toukdytotov) éva ainA
we f(a) = B, dnhadh n f eivon exd.

- (i) TYmoétoupe 6T n anewovion f v eni. And tnv doxnon 3, (tng

o mapaypdpou) éyoupe bty xdde B € P(Y) wytel f(f~1(B)) = B,
Snhadf) f(f1(B)) = B yw xdde B € P(Y). Apa fo f~1 = 1pgy.

(ii) Ymo¥étoupe b1t n amewxdvion febvon 1-1. And tnv doxnon 34 (tng
1loc mapaypdpou), dTwe TponyouuEvee amodetvieTal 6Tt 1 olvieon
ftof = 1px).

(i) 'Eow f € Sue f(1) = ap € Axu f(2) = by € B. Opilouye v
anetxévion ¢ 1 S — A x B wc elic: o(f) = (ay, by). Eivor edxoho va
dolue 6Tl 1 @ elvor TEEYUOTL ATeEXOVIoT Xt udhtota 1-1 xou exi.

Eb& anodexvioupe 6t ¢ ebvar 1-1. 'Eoww f, g € S pe f # g, t61e
vt (Touldytotov) éva and ta otoryeio Tou Tediov optopgol toug Ya €youue
FO) = ap # g(1) = ag 1 F(2) = by # 9(2) = b, Amei p(f) =
(ag, by) # (ag, bg) = »(9).
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11.

12.

13.

14.

15.

(17) Tpbxerton yio (yepixh) YEViXEUOT) TOU TEONYOUPEVOU EPLTAUATOC,

6mou avti tou ouvéhou {1, 2} éyoupe to olvoro {1,2,..., v}, ahld
A = B.

Av fe M ype f(i) = a0 = 1,2, ..., v, t61€ opilloupe p : M — AY
oc eZfic: o(f) = (a1, az, ..., ay) xa anodexviouvpe bt 1 ¢ eivor npdy-

pott ametxovion, 1-1 xou ent.

Eneidr) o1 anewovioewg f xou p elvon otadepéc pev dlagopetinés de, €youue
bt undpyouv b, c € Aétorwote b # cue f(x) = bxou p(x) = ¢y xdde
x € A, ondte po f(z) = p(f(x)) = p(b) = ¢ # f(p(x)) = f(c) = 0.

’ ’ 2 N z
Apa ov anewxovicewc po f xar f o p elvar Sapopetinéc.

Trovétouye otL 1 anewxodvion f elvon otadepn, Tote yio xdde x € X €youye
6 f(x) = ye X. Eow g; X — X wa tuyaio anexévion, tdte yio
xde x € X éyoupe 61 f(g(z)) = y = f(x), dnhadry fog = f.
Avtiotpoga, unovétouye 6T yio xde amexovion g; X — X woybet f o
g = f. Eotww x1, 22 € X,av g; X — X pe g(z1) = x2, 161 é)oupe
fog(zi) = fxr, Snhadh f(x2) = f(x1. Apan f elvon otadepn.

Mpogavae yio M = N\ {0} = {1, 2,...} nanexévion f: N — M
pe f(n) = n+ 1 edxola arodetxvietar bt eivon 1-1 xou eni.

(1) Ilpogavie yio xdde = € X woyder f(z) = f(x), Snhadh, & ~ = xat 7
o&éon elvar automohc.

Enione, av x ~ y, onhadh f(z) = f(y), éxouvpe f(y) = f(z), dpay ~
xat 1) oyéon eivar GUUUETEIXY.

‘Eotw  ~ y xu y ~ z. Autd onupaiver 6t f(z) = f(y) = f(2), dpa
x ~ 2z xou 1 oyéon elvar getootixy.

Enoypévwe 1 oyéon eivor ayéon iooduvoplag.

(171) Eowz e Xxuy = f(x) € f(X), tdte yio v xhdor ooduvapiog
tovzéyovpe Ky = {ze€X o~z ={zeX | f(z) = flx) =y} =
Y {y}). Anhady ol x\doeic wooduvayiac eivar T otvora f1({y}) ue
y € f(X). Apa o atvoro { fH({y}) | y € F(X)} anotehet pra drapépion
Tou ouvorou X.

(1) Ened¥ f(X) C Y opilovpe wa anewxévion p 1 Y — X oc e&hc:
Nay = f(z) € f(X) opiloupe p(y) = = xou yia 6hot 1ot 2 € Y\ f(X)
opiloupe p(z) = a, 6nou a eivar éva (tuyaio) otowyeio tou ouvbrou X.
Etvor edxoho va dolue 611 1 p elvon mpdypatt anexdvior), agol 1 f Eyet
vrotevel 1-1 xat yro xdde y € f(X) undpyet povadixd x € X pe f(x) = y.
Enione éyoupe yia xdde z € X p(f(x)) = x, dnhadh po f = 1x.
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16.

17.

7 2, ’ z /4 /7 ’
Iopatrpnon: Onwc (lowc) éyete hdn napatnphoet av 1 axewxdviorn f
2. ’ ’ 4 7 7 4 4
efvan xat enl téte T0 ovoro Y\ f(X) eivar 1o xevd 6Ovoho xau 1) amexdvion
p ebvon 1 avtiotpopn anexovion 1

(77)  Ov anewovioele mou avalntodye npénel vo elvor avoyxaoTixd 1 Uev o
1-1 n 8e 7 ent (16€ doxnon 6 tne (1dlac) mapaypdpou). Eotww o : N — N
weo(n) =n+lxu7:N— Nper(n) =n—1yweneN\{0} xu
7(0) = 0. Tére éyovpe 7(0(n)) = 7(n+1) = (n+1) —1 = n, dnhadA
Too = Iy. AMG o(7(0)) = o(0) = 1, dnhadh o o7 # 1.

(1) Hpogavire av f = g, 161€ ho f = hog ya x4de anewxdwion h :
Y — W yw onowdfrote ohvoro W.

Av'ciorpoqxx unoVétoupe 6t undpyet ¢ € X pe f(x) = y1 # g(z) = v
t6t€ Yoo v (N otadepr|) anexévion h 1Y — {3, 7} pe h(y1) = 3,
h(y2) = 7 xou h(y) = 3 yo onowodfnote dhho otoyeio y € Y €youpe

h(f(x)) = h(y1) = 3, evod h(g(x)) = h(y2) = 7. Anrodn h(f(z)) #
h(g(x)), drormo. Apa f( ) = g(x) yia xdde x € X.

(17) Hpogavde av f = g, té1e foo = goo ya xdde aneixdvion
o: W — X yw onowdrinote ahvoho W.

Avtiotpoga, unoVétoupe 6t undpyer © € X pe f(z) # g(x) téte yia TV
( otadepn) anewxdvion o(3) = z éyoupe 6t f(0(3)) = f(x) # g(x) =
g(0(3)), dromo . Apa f(x) = g(x) vy xdde x € X.

IMapatrpnon: Onwe tapatneolue 6T0 YEV TPWTO EPOTNUO ONAsia EYeL
N Unopdn un otodeprc anewxoviong h, oto de deltepo epdTNUA onuacio
€yel 1 Unopdn otalephc AMEOVIONS 0 %ot Oyl 1} QUOT TWV OTOLYEIWY TWY
ouvérwv {3, 7} xor {3 }.

Etvor edxolo va dolpe 611 1 oyéorn R elvon oyéomn iooduvopioc 6To xapTe-
olovd ywopevo A = Ay x Az, Edw Yo anodeiloupe povo tnv getaBatixy
Lot TAL

"Eotw (Oq, 042) R (51, 52) o (,31, 52) R ('yl, ’yg). Avuté OY]p.O(fVEl oTL a1 R1 51
xal ag Ro B2, 6nwe enlong B1 Ry v1 xaw f2 Ray2. ANAG ov oyéoeic Ry xau
Ry, wq oyéoeig woduvapiog, eivar yetafatixéc. Enouéveg ar Ry xo
ag Ry va. Anhadr (a1, a2) R (71, 12)-

Opiloupe v anewévion f: A/R— A1 /R1x Az / Ry we eZiic: f(K(al’QQ)) =
(Kal’ KGQ)'

H f ebvan npdrypott anewxdvion, diott av K(q, ay) = Kby, p,), TOTE

(al, ag) R(bl, bz), 6'{])\0(5‘!’] al R1 b1 nal as R2 bg. EKOpE’ZVﬁ)q Kal = Kb1
. Koy, = Kp,, 10 onolo onpaiver 61t f(K (4, a,) = (Kays Kay) =
(Kb, Kyy) = F(Kby, 1))
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Ebxoha dtantotédvoue 6Tt f etvon 1-1 xon el

IMopdypagog 1.5

1. (i) Tpogavde yia v = 1 éyovye 6T o appde 811 +921-1 = 6449 =
73 etvor TolhamAdoto Tou 73.
Trodétouye 61 yio k = v éyouue 6t 8V +92V~1 = 73.\ t6te yio k =
v+ 1 éyoupe 61t 0 apripbe 8WFDFL 4 92 HD—1 — g.grl | g2 g2v—1 —
8- (81 492v=1) 1 (81-8)-92"~1 = 8.(73-\)+73-92~1 = 73.(8:A49% 1)
elvor ToAamhdoto tou T3, dpa and TNV apyh) TG ERAYWYNE EMETOL OTL O
apripde 8 4+ 9271 givan todhamAdoto tou 73 yio x&de guoxd aprpd
v>1.

(—1)"v(v+1).

N[

(ii) 'Eoto 61 p(v) ebvar nwobtrna Y i (—1)4? =
Mpogavae 1 p(1) aindeder.

Tnoﬂsroups 6t p(p) wyber, Yo dei€ovpe bt oyler n p(u+1). Mpdyuatt,
YD = L=Drplpt 1)+ (1) (p41)? = S(=1)Pu(p+1)+
(I )+ (1 1) = B e (-1 ) =
D (a4 1) + 5 (0P (u+1) -2 = F(=1FF (u+1) (e +2). Ap
woy Vet n p(p+1) xar and Ty apy e enaywyhc éneta 6t toyleL N Wb
SV (=1D)i? = 3(=1)"v(v + 1) yia xdde guotxd apipd v > 1.

(73i) 'Eotw 6t p(v) eivar n aviebtnyra 2v < 2%,

Mpogavae 1 p(0) xou p(1) adnidedouy.

Trodétoupe bt p(p) woyler, Ya det€ovype bt oyter n p(p+1). Mpdypoar,
20p+1) = 2u+2 < 20 42 < 20 Apa woyber 1 p(p + 1) xon amd Ty
apy " TNe emaywyNg exeton 6TL oy det N aviodtnta 2v < 2Y yia xdie guotxd
optduo.

(iv) "Eotw 6t p(v) etvar n avicdtnta Y, 4! < (v + 1)L

Mpogavae 1 p(1) akndedet.

Trodétoupe bt 1 p(p) woylet, Va det&ouye btttoyle  p(p+1). Mpdypoar,
Sl = S il (u+1) < (p D4 (4 1) < (u+2)! Apa woybes
n p(p + 1) xou and v apyf e srcow(oyv']g éneton OTL oy Vel 1) avicHTNTA
Yol < (v 4 1)! v xdde guoxd aprdud v > 1.

2. 'Eotww 6u p(v) eivar n npéraorn: To nhidoc twv unocuvéhwy evéc nenepa-
ouévou ouvélou pe v 1o Thidoc otouyela etvon ooy pe 2¥.
Mpogavae 1 p(0) xou p(1) ahmiedouy.
Trodétoupe bt p(p) woyler, Ya det&ouye bt oyter  p(p+1). Tpdypor,
av A = {a1, az, ..., ay, auq1 }, 161€ Y 10 ovvoro B = {ay, ag, ...,
a, } woyder q p(p). Apa éxer 2# o nhfdoc unootvora. Av C eivar éva
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unocOvolo tou B, t61e autd elvar xa untocivoho Tou cuvoro A, emithéov
xou 10 shvoho C'U{ ay, } eivon unoshvoho tou A, dnhady| to abvoho A éye
Touldytotov 2 - 2# 1o mhfdog unoclvola. Avtiotpoga, av D eivon éva u-
rocUvolo tou A, téte elte nepiéyel To ototyelo a1 1 OeV TO MEpEYEL. AV
dev To mepLéyet etvan éva and ta 2¢ 1o mThdog unoalvola Tou Guvolou B,
av ay1 € D, t6te D = (D\{au41})U{aus1}, 6mov C = D\{auq1}
elvar utosivolo tou B. Anhadr| 1o ohvoho A €yel 1o Toll 2-2# 1o mhidog
unootvoha. Telxd 10 ohvoho A éyet 2-2¢ = 2¢FL 10 mifdoc unocivola
xou oy OeL 1) p(p+ 1) xou and v apyh e enaywyhc éneton 6Tt To Thfdog
TWV UTOGUVOAWY EVOE TETEPAOUEVOU GUVOAOL UE ¥ To TAlog oTotyela etvar
loov pe 2 yio xde uoixd apriud v.

. Eotww 61 p(v) eivar n npétaony: Av M C {1,2,..., v} tét010 doTE!

leMxuwyrade Muel <A< v—1¢énewmdu A+1¢€ M. Tote
M={1,2...,v}

Mpogavae 1 p(2) aindeder.

Trodétoupe 6Tt 1) p(p) woylet yio > 2 Yo detlovpe bt toyber n p(p+1).
Mpdypatt, éotww 6t M C {1,2, ..., 4, p+ 1} tétowo dote: 1 € M
xar yio A € M pye 1 < XA < péneton 6t A+ 1 € M. Trodétouye ot
p+1 &M, t6te M C{1,2, ..., u} xou enedn oydel n p(p) éyovpe ot
M = {1,2,..., u}, t6t€ bdpowc p € M xau dpa o+ 1 € M, drono xau
tehxd M = {1,2, ..., pu, p+1}. Anhadd| woydet n p(p+1).

. (i) Av touhdytotov éva and to chvoha A xou B eivar 10 xevd 6UVolo,

TéTE 1) amodetxTala oYEoT Loy UEL XATY TETPWUEVO TROTO.

Trodétoupe ot xou ta d0o olvola eivar ph xevd. Eotw 6t p(v) eivon 7
npotaoy: To slvolo B éyet v to nhidoc ototyela xou to olvoro A Eyer me-
nepaopévo to thidoc ototyeia. Téte npogavde 1 p(1) woyder. Mpdypatt, av
A =A{ai,a, ...,a;}xuB = {b}, t61ce AUB = {ay, ag, ..., ax, b},
OnOTE Y cqup = G1+a2 - ap+b = (X ,caa)+b = D caa+d pep b
Trovétoupe bt 1 p(p) woyder Vo detlovpe bt woyber  p(p + 1). Tlpdy-
watt, av B = {b1, b2, ..., by, byy1} xu A = {ay, as, ..., ax}, tét€
yioo 1 oOvoha B = {by, bo, ..., by} xu A = {a1, az, ..., a, byy1 }
npogavas éyovpe 61t AUB = AUB, xu ANB = 0, onbte Y caip =
2oeduB = 2aed 0t 2pepb = (Xaea @) Fbutt + 2 epb = Dgenat
> pen b Anhadr woyder i p(p 4 1) xon and v opyh Tne enaywync éneta
OU Y cauB = 2oaca@ + D pep b Yo onoadnnote tenepaouéva oUVORa
A xa B.

(17) "Eyovtag anodelZet tny oyéon yio 800 uvnoolvola (dnhadf yia v = 2)
ue enaywyth oto TAfloc twv utoouvéhey, exedh Y, A = (U2 AU
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7 ’ N 4 4 4
Ay, edxola unopel va anodeyydel 1 {ntovuévr 1ooTnTo.

. (7)  And v doxnorn 3 e naparypdpou 2 (Tou 1diou xepakaiou) €youye Tt
AxB = |J/_ B;, 6mou B; = {a; } x B. Ondte éyoupe Y, cayp f(x) =
>y, B J (@) Amé o (i) g mponyoupévng doxnone n teheuala 1-
obtnta ouveyiletar wg egnig:

ExEAXB f($) = erU?:1Bi f(.’II) = ZzGBl f(.’E) + ZxEBQ f(.’I)) +
oo+ Y sep, [(x). Enmedf) duoc xdde B; = {a;} x B 7 tehevtai-
a wétnta ovveyilleton wg e€h: Y o caxp f(T) = ZIEUi’lei flx) =
2uveny J(@) + Dpep, [(@) + o+ Dep, F(2) = Ypep flar, b) +
dopep flag, b) + -+ 3 ep flav, b).

(17) Xuppetpxd, 6nwe 6To (i), anodetxvieTor xau 1) l0HTHTA QUTH.
IHHapatnprosic: 1. Enxoleciixaye v doxnon 3 tng nopaypdgou 2,
1 onola €yel anodetyVel ywpic enaywywxd entyepruoata. Ilpoonadnote va
NV anodel€ete emxakodUevoL TNV apy | TS ENayWYRS.

2. Oa pnopoloe 1 doxnon va anoderyVel an’ eudeiog xdvovtag yerorn g
apyMc TS EMAYWYNS WS TPOS T0 TA YOS TwV oToyElwY Tou cuvolou A xa
¢ Tpog o TAflog Twv ototyelwy Tou cuvdlou B, npocnalfiote 1o !



